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Vorwort

Das ist meine Mitschrift zur Vorlesung “Numerik I” gelesen von Dr. Andreas Dedner an der
Universitét Freiburg im Wintersemester 2004,/2005.

Es besteht keine Garantie auf Richtigkeit und/oder Vollstdndigkeit. Ich méchte mich bei den
Leuten bedanken, die mir dabei geholfen haben, besonders bei meinem besten Freund Sascha
Froschl, weil er jede Menge Fehler findet.

Falls ihr Fehler (jeder Art) findet, oder ein Kommentar oder sonts noch was habt, dann schreibt
bitte an pabloy@pcpool.mathematik.uni-freiburg.de. Ich werde versuchen eine Subversion-
Repository-Version zu erstellen, so dass jeder mitschreiben kann. Der I TEX-Quellcode findet ihr
unter http://pcpool.mathematik.uni-freiburg.de/ pabloy/numi/. Der Code ist frei verfiighar
und kann jeder Zeit heruntergeladen werden und veréndert werden und anschliefend eine Kopie
weiter veroffentlichen. Die einzige Bediengung ist, dass man den Source Code weitergibt.

Pablo Yanez Trujillo
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Normierte Raume

Im folgenden Abschnitt werden wir die notigen Definitionen kennenlernen, die wir brauchen. Wir verwenden
folgende Notation fiir einen Korper K: K = R oder K = C, V Vektorraum.

Definition 1.1 (Die Norm)
Fine Abbildung ||-|| : V' — R heifst Norm, falls

(i) ||v|| >0 Yv e V\{0}
(ir) ||| = |\ ||v]] VAeEK, YvoeV
(111) v+ w| < ||| + ||w]] Yv,w eV

Beispiel 1.2
Sei V=R"v=(v1,...,0,) €ER"

n
[0]lo :=maxicicn |vil, vl = 32 [vil,
1 =t 1
n 2 2 n p P
lollo = { 2 eal™ ) o llelly s= { 22 foil (1<p<oo)
= i=

Beispiel 1.3
Sei V. =C°I),I =[a,b] CR
[l := sup {jo(@)| | = € I}

b v
Ioll, == (f|v(x)|p dx)

Definition 1.4 (Normierter Raum)

FEin Vektorraum V' zusammen mit einer Norm |||, geschrieben (V. ||-||), heifft normierter
Raum
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Definition 1.5

Eine Folge (uy),.y C V' konvergiert gegen u € V. <=
Ve >0dNVn>N:|u,—ul|<e

Eine Folge (uy), oy C V heifft Cauchy Folge <=
Ve>03INVm,l>N:|u, —uy| <e

(V,]|-]|) ist ein Banachraum, falls alle Cauchy-Folgen konvergieren.

Beispiel 1.6
(R™, |||) ist ein Banachraum fiir alle |||,

(C°(I), |||l) ist ein Banachraum, (CO(I), ||Hp) ist dagegen nicht vollsténdig

Satz 1.7
Sei dimV' < oo, ||-||; und |[-||, zwei Normen. Dann existieren m, M € R :m||v||; < |jv||y < M |jv|; Vv eV,
d.h. ||-|[; und ||-||, sind &quivalente Normen.

Definition 1.8 (Skalarprodukt)
(-,): VxV — C ein Skalarprodukt, falls

(i) ¥ v e V\{0}: (v,v) >0
(1)) Y u,v €V (u,v) = (v,u)

(ii1) YV u,v,w e V¥V a € K:
(o, v) = a (u,v)
(u+v,w) = (u,w) + (v, w)

Folgerung: (u,av) =@ (u,v), (u,v+w) = (u,v) + (u, w)

Satz 1.9
Sei (-, -} ein Skalarprodukt, dann wird durch |jv|| := /(v,v) eine Norm induziert

Definition 1.10
Ein Vektorraum mit Skalarprodukt heifft Prahilbertraum | falls V' mat der induzierten
Norm nicht vollstindig ist, sonst bezeichnet V' einen Hilbertraum

Beispiel 1.11 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
VuveV: [(u,v)| < /{u,u) (v,v), Gleichheit <= w,v linear abhingig

Beispiel 1.12
Sei V. =R", (u,v) := > u;v; ist ein Skalarprodukt und induziert die euklidische Norm

=1
n 2
ol o= (z o )
=1

Nl
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1.2 Operatoren

Definition 1.13
U,V normierte Vektorrdume, D C U. Wir bezeichnen eine Abbildung T : D — 'V als
Operator. Dabei gilt:

(i) T heifit stetig inu € D <=
Ve>030>0vVveD:|lu—v|,<déd = |T(u)—-TW)|, <e¢

(1) T heifit stetig in D <=
T ist stetig fir alle w € D

(111) T heifit Lipschitz-stetig <=
es existiert ein L >0V u,v € D: ||[T(u) =T (v)|,, < L|u—2l,

Bemerkung 1.14
Es ist leicht zu sehen, dass aus (iii) (ii) folgt und aus (ii) folgt (i)

Definition 1.15
T heifit linearer Operator (oder einfach linear), falls ¥V u,v € V,a € K:

(i) T(u+v)=T(u)+ T (v)
(11) T'(av) = aT'(v)

Bemerkung 1.16
Ist T linear, so schreibt man hiufig Tw statt T'(u)

Beispiel 1.17

V=W=R"AeR"™: Tu= Au ist ein linearer Operator
b
V =C%I),W =R: Tu:= [u(x)dz ist ein linearer Operator

a

Definition 1.18
T :U — V sei ein Operator. T heifst beschrankt, falls es ein C' > 0 gibt, so dass
VueU: [[T(u)l, <Cllully

Satz 1.19
Fiir einen linearen Operator T': U — V sind dquivalent:

(i) T ist beschrénkt
(ii) T ist Lipschitz-stetig

(iii) T ist stetig in O

Beweis: Siehe Ubungsblatt 1
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Bemerkung 1.20
(i) dimU < oo,dim V' < oo, dann sind alle linearen Operatoren beschriinkt und damit stetig.
(ii) Auf unendlich-dimensionalen Vektorrdumen existieren auch unbeschrénkte lineare Operatoren

(iii) Die Aussage von Satz 1.19 (Seite 3) ist nur richtig fiir lineare Operatoren.
Bsp: T:R — R, z — 2 : es existiert keine Konstante C' mit |2?| < C'|z| V2 € R

Definition 1.21
Mit B(U,V) bezeichnen wir den Raum der beschrinkten linearen Operatoren. B (U, V) ist
ein Vektorraum. Durch T
u
1Ty := sup -
wev\(oy Il
wird eine Norm auf B(U,V') definiert. Diese wird als die durch ||-||, .||, induzierte
Operatornorm bezeichnet.

Folgerung 1.22

() ITNly v = sup ||Twl,, (wegen Linearitét von T)
’ ueyu
lully=1

(i) [|Tu| < |7 |ul|, und [Tl ist die kleinste Konstante mit dieser Eigenschaft fiir alle v € U (folgt
aus der Definition)

(iii) ||id\|U7V =1, dabei ist id € B(U,V), u — u

Beispiel 1.23
U,V = R", dann entspricht B (U,V) dem Raum der n x n Matrizen. Daher wird die Operatornorm auch
h&ufig Matrixnorm genannt.

Satz 1.24
Die induzierte (Matrix-) Operatornorm ist submultiplikativ, d.h. |4 o B|| < ||A|| - || B||

Beweis: (gilt nur fiir die induzierte Matrixnorm)

1.22i6 1.22ii
(Ao B)zl| = [AB@)Il < [A[[Bzl < [A}{IBI ]
Sei w40 = 1480 <y p)

[x]

Bemerkung 1.25
Die induzierten Operatornormen ergeben nicht alle Normen auf B (U,V). Sei etwa A € R"*" A = (a;;),

dann wird durch [|A]| = | 7' [ai;| eine Norm definiert, die nicht induziert ist.

Beispiel 1.26
Die durch ||-||; und |||, induzierte Operatornormen werden in den Ubungen behandelt.
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Sei A (R™[I,) — (R™[[[y), dann gilt [[Ally5 = \/Amax(A*A), wobei Amax(B) fiir B € R™ " den
betragsmiBig grofiten Eigenwert (EW) bezeichnet. Sei A = (a;;), dann ist A* = A" Diese Norm wird als
Spektralnorm bezeichnet. Ist A € R™*" dann ist A= AT

Beweis: Bemerkungen: (A*A)" = A*A = A*A ist hermitesch = alle EW sind reell.
Auch gilt: 2* (AA*) 2 = (Ax)" Az = (Az, Az) >0

= A*A positiv definit = alle EW sind positiv

Da A*A hermitesch ist, existiert ein U € C™*" mit U*U = id (d.h. U ist unitdr) und
M 0

U*(A*A)U = diag(A1, ..., An) = =D (%)

Sei U; die i-te Spalte von U, d.h. U = (Uy,...,U,) und ||Ui]|, =1 Vi € {1,...,n}, dann ist
A*AU =UD,da Ut =U* = A*AU; = \ju;, d.h. u; sind Eigenvektoren (EV) von A*A
Ebenfalls gilt ufA*Au; = A\; wegen (x).

Sei & € C™mit ||z]|, = 1, d.h. 1 = |jz||5 = (z,2) = z*z
Setze y = U*zx, d.h. v = Uy, da U*U = id. Es gilt:

||A9L‘H§ = (Ax, Az) = (x, A*Azx) = (2, UDU*z) wegen (x)
= (z,UDy) = (U"z, Dy) = (y, Dy)

n

= Y wNiyi < max \; Yy daalle \; >0
i=1 Isisn =1
= Amax(4%A) ||y||§ = Amax(A*A), da |ly|l, = [|[U z|| = ||z]| = 1, da U* unitér ist

Also [[Azlly < v/ Aman A A) ¥ 2 mit Jally =1 = |45 < v Amax(AA)

Sei \; der gréBte EW, u; der zugehorige EV mit [|lu;[|, = 1. Da [|Al|,, = sup [[Az]], folgt [|Aly 5 > [[Auil|,

lzll;=1

2 2
= [|4ll5 ([ Auill;

v

I
=
e
5

= i (ui; ug)
i luills = Ai = Amax(A*A) = Behauptung

1.3 Banachscher Fixpunktsatz

Definition 1.27

Sei D C X, X normierter Verktorraum, Y normierter Vektorraum. Dann heifit ein Operator
T:D — Y eine Kontraktion, falls T' Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 0 < L < 1
ist, d.h. YV u,v € D [|[T(u) =T (v)|y < L|u—1v|y

Definition 1.28
Sei T : D — D ein Operator. Dann heifit w € D Fixpunkt von T in D, falls T(a) =u
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Satz 1.29 (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei X ein Banachraum, D C X abgeschlossen, T': D — D eine Kontraktion. Dann gilt:

(i) T hat genau einen Fixpunkt @ € D
(ii) Sei u, € D beliebig und ugy1 :=T'(ug),k=0,1,... = up — T
(iil) [[o — ug|| < L||@ — ug—1]| (k> 1), d.h. der Fehler nimmt monoton ab

)
)

(iv) || —ugl < % IT(uwo) — ugll (k> 1), a-priori Abschitzung
)

(v) [[@ — ugl| € & |lur — uk—1| (k > 1), a-posteriori Abschétzung

Beweis: Siehe Ubungen

Bemerkung 1.30
Satz 1.29 (iv) (Seite 6) gibt eine a-priori Schranke, die man nutzen kann, um ein Index kg zu bestimmen mit
It — ug, || < TOL fiir eine gegebene Toleranz TOL > 0

Sei TOL gegeben, O.B.d.A TOL < 1

luke —all < LT (uo) —uol| < TOL
k TOL
= L < (1= L) yrgugy—ur
<  kologL <log(l—L)+1logTOL — log (||T(uo) — uo||)
e ko > leel=L)tlog TOLlog([T(uo)=wll) " 4,y () < [, < 1 und daher log L < 0

log L
Meistens ist dies eine Uberschiitzung des Aufwands.

Satz 1.29 (v) (Seite 6) kann als Abbruchkriterium wéhrend der Iteration benutzt werden, d.h. man bricht
ab, falls —£— |lug, — up_1|| < TOL

1.4 Taylorreihe

Definition 1.31

Sei I = (a.b) ein offenes Intervall. Dann bezeichnen wir mit C°(I) den Raum der stetigen
Funktionen auf I . Mit C™(I) :== {f:1 — R | f, [, f",..., f"™ ex. und sind stetig}
bezeichnen wir den Raum der m Mal stetig differenzierbaren Funktionen.

Kurzschreibweise: C™(a, b) statt C™ ((a, b))
C>(I):=NC"I) = C*I)c...cC™I)c...cC%)

meN

Satz 1.32 (Taylorreihe mit Lagrange Restglied)
Sei f € C™TY(a,b) 79 € (a,b) fest. Dann existiert fiir jedes = € (a,b) ein & zwischen x¢ und z mit

F@) = 3 = £9 0) (@ — )" + Ron(a)

wobel R, (z) :=

(mil)!f(erl)(f)(IL’ - CUO)erl
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Satz 1.33 (Taylorreihe mit Integralrestterm)
Sei f € C™*Y(a,b), x¢ € (a,b) fest. Dann gilt fiir jedes x € (a, b)

wobei R, f FOED () (@ — t)™dt
Beweis: Fiir beide Sétze siehe Analysis [

Folgerung 1.34 (h#iufig verwendete Form)
Sei f € C™ Y (wg — ho, o + ho), o € R, hg > 0. Sei || < hg dann

f(wo+h) = +Z f O g (Y™

mit wy, : (—ho, hp) — R mit hlimowm(h) =0

Beweis: Wende Satz 1.32 (Seite 6) an mit @ = g + h, d.h. es existiert ein £ mit [¢] < |h| und

m—1

f(xo +h) — Z f()IO)}k _ f“”)(f);m

(m) (.. (m) (m)
_ f m(!'LU)h"L o f (’O)hm + f © hm

m! m!

™) () - )
_ f m(!- o) pm 4 Wy (R)R™

(m) (m (m) m
mit wy (h) = L0 =F @) Dy le| < |h| und FO) stetig = lim IO (@) _

! !
m! , 0 m! O

Definition 1.35
Die Funktion f € C'(xy — hg, o + ho) ist in erster Niherung gleich f(xo) + f'(xo)h in
einer Umgebung um xqy, d.h. es existiert ein @ : (—hg,hg) — R mit ©l 5 0 und

f(@wo +h) = f(wo) + f'(wo)h+w(h) g

Notation: f(xo+ h) = f(xo) + f'(x0)h

Definition 1.36 (Landau Symbole)
Seien f,g: R — R. Dann schreiben wir:

(i) g(t) = O(h(t)) firt — 0 <= es eine Konstante C' > 0 und ein 6 > 0 gibt, so
dass |g(t)| < C|h(t)| ¥V |t| <o

(11) g(t) = o(h(t)) firt — 0 <= eseind >0 undeinc:(0,0) — R gibt, so dass
@) < c(t) [p@®)] ¥ [t <6 und c(t) — 0 firt — 0

Beispiel: f € C1(R), dann ist f(x) — (f(z0) + f'(z)(x — x0)) = 0 (|x — x0|2) wegen Folgerung 1.34 (Seite
7) mit h =2 — 29 und m = 1.
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Ist f € CY(R), dann ist f(x) — (f(z0) + f'(z0)(x — 20)) = O (|m —x0\2> wegen Satz 1.32 (Seite 6), da f”
beschrinkt in einer Umgebung von g, d.h. |f”(£)] < C.

1.5 Fehleranalyse: Approximationsfehler

Problem: Ein Stahlseil der Linge L = 1 sei an seinen Endpunkten so befestigt, dass es (fast) straff gespannt
erscheint. Nun soll die Ausleknung des Seils berechnet werden, wenn sich in der Mitte des Seils ein Seiltédnzer
befindet.

1. Modellfehler: Wir gehen davon aus, dass sich das Seil als Graph einer Funktion y : (0,1) — R
beschreiben lisst, welche die sogenannte potentielle Gesamtenergie:

1 J )2 1
c t
T2 / 14+y/(t) / 1)
0 0
minimiert.

Dabei ist ¢ eine Materialkonstante und f die Belastungsdichte.

A
y(®)

Abbildung 1.1: Modellfehler

2. Zur Vereinfachung (Abb 1.1) nehmen wir an, dass |¢/(¢)] < 1. Dann kénnen wir das Funktional E

vereinfachen zu:
1 1
— c
Bl =5 [v/@ra- [ fouod
0 0

Dabei sind eine Reihe von Effekten vernachléssigt worden, diese fithren zu Modellfehlern, diese spielen
in dieser Vorlesung keine weitere Rolle. Wir nehmen an, dass (2) das zu 19ssende Problem sei: Als
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Minimierung von (2) erhilt man durch Variation

d _
(dE (y + o) |k=0 = 0 V “zuléissige® <p>
e}

die Dgl : —cy’(t) = f(t),t € (0,1),y(0) =y(1) =0

3. Datenfehler: c ist eine Materialkonstante, die vom Material des Seils abhéngt (aber auch von Tempe-
ratur und Luftfeutigkeit). Der Wert fiir ¢ kann nur durch Experimente bestimmt werden, und das ist
zwangslaufig fehlerbehaftet. Daher muss sichergestellt werden, dass sowohl y als auch das numerische
Verfahren nicht sensitiv vom konkreten Wert fiir ¢ abhéngen.
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Einschub: Dgl: v/(¢) = (¢ — u(t))?, w(0) =1 ¢ > 0, durch Substitution

1 ()

W= = T emup

—1 = u(t)zm

Verhalten fiir ¢

¢>1: v >0,dh umonoton wachsend und lim wu(t) =c

t — oo

A
Cc
1
0 =
Abbildung 1.2: Datenfehler
c<1: u’>0,tlimt u(t) = oo fiir to = 1= >0
— to
|
A |
|
E () 1
|
|
|
l
|
C — [
l
0 1 -

Abbildung 1.3: Datenfehler

Durch Messfehler oder auch Approximationsfehler kann leicht y(¢) > ¢ sein, dann sieht man ein “blow-
up” verhalten.

4. Fehleranalyse: Die Ableitungen miissen durch etwas Berechenbares ersetzt werden, auch kénnen wir
y(t) nicht fiir alle ¢ bestimmen. Sei N € N,z; :=¢h,i=0,...,N+1mit h = ersetze

Y (i) ~ 37 (Y1) — 2y(xs) + y(zim1)).
Setze: f; = f(x;) und y; ~ y(t;), dann ist eine Finite-Diffenrenzen Approximation von

1
N+17

—qz Wir1 =2y i) = fi, i=0,...,N+1

—cy"(t) = f(t), t € (0,1), y(0) = y(1) = 0.
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2 -1 0
-1 NxN
Setze A = eR
S
0 -1 2

F=(f)}L, eRY

Diskretes Problem: finde 3, € RV

Zur Losung verwenden wir die Identitét
h2
Dy = Dyp, — Ayn + 5 D= diag(2) =

Y9 sei ein Startwert (z.B: yj) = 0)

Dy == Dyy, — Ayj; + "= F baw g =yt — D! (Ayﬁ + hiF)

Es muss gezeigt werden, dass y," — yj, flir n — oo.

5. Abbruchfehler: Wir kénnen nur bis zu einem endlichen ng € N rechnen. Das heifit die Lésung eines
Problems wird y,° sein. Das heifit ein Fehler: [|y;° — ys||

6. Rundungsfehler: Auf einem Rechner kann nur eine endliche Teilmenge von R bearbeitet werden.
Daher wird nicht y;° berechnet, sondern die Approximation in dieser endlichen Menge.

Definition 1.37 (Gleitkommazahl)
FEine Gleitkommazahl zur Basis b € N ist eine Zahl a € R der Form

a =+ [mlb_l 4+ mrb_r] bi[esqbs—1+...+eobo](*>

Man schreibt £a = 0,my ... mb*F mit E = [e,_1b57 1 + ... + eob°] und
m; €{0,...,b—1},E € N r,; s € N abhingig von der Rechnerarchitektur.

Bemerkung:

1. Diese Darstellung erméglicht die gleichzeitige Speicherung sehr unterschiedlich grofler Zahlen, wie etwa
die Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 0.29998 - 10! oder Elektronenruhemasse mg ~ 0.911 - 10~2°

2. Als Normierung nimmt man fiir a # 0 an, dass mj; # 0

3. Fiir Computer ist b = 2 tiblich, fiir Menschen b = 10

Definition 1.38 (Maschinenzahlen)
Zu geg. (b,r,s) sei A= A(b,r,s) die Menge der a € R mit einer Darstellung (x)

A(b,r, s) ist endlich mit groBtem und kleinstem positiven Element apay = (1 —577) - 0% 71, apin = b~

Zur Speicherung einer Zahl a € D = [—amax; —Omin]U[@min, Gmax] Wird eine Rundungsfunktionrd : D — A
mit |a —rd(a)| = {ni}lﬁxl |@ — a| definiert.
ac
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rd(a) wird gespeichert als:!

] + \ mi \ \ m, \ + \ €o \ \ €s_1 \ rd(a) =0,mq,...,my, b*F mit E als Exponent.
—_———

Mantisse M

Die heutigen PC benutzen 52 Bits fiir die Mantisse und 11 Bits fiir den Exponent; die + werden mit 1
(negativ) und 0 (positiv) dargestellt.

Fiir a € (—amin, Gmaz) wird in der Regel rd(a) = 0 (“underflow”)

Fiir |a| > amax wird von “overflow” geredet. Viele Compiler setzen a = NaN (not a number) und die
Rechnung muss abgebrochen werden.

Satz 1.39 (Rundungsfehler)
Der absolute Rundungsfehler, der durch Rundung verursacht wird, kann abgeschétzt werden durch

la — rd(a)] < %b*r e

wobei E der Exponent von a ist (in der (x) Darstellung) und fiir den relativen Rundungsfehler gilt fiir a # 0

rd(a) — a
Die Zahl eps := %b_T‘H heifit Maschinenzahl.
Beweis: rd(a) weicht maximal eine halbe Einheit in der letzten Mantissenstelle von a ab.
Also |a — rd(a)| < 2b7"bF.

Aufgrund der Normalisierung: m; #0 = |a| > b~ 10F —

|rd(a) — al - 17T
|al — blbE

1
— *b77‘+l
2

rd(a)—a
a

Setze € := = [e|]<eps = rd(a) =cat+a=a(l+e)

Definition 1.40 (Maschinenoperation)
Die Grundoperation x € {+, —, X, /} wird ersetzt durch ®. In der Regel gilt:

a®b=rdlaxb)=(axb)(l+¢)

mit |e| < eps

Bemerkung: Die Verkniipfungen ® erfiillen nicht das Assoziativ- bzw. Distributivgesetz

Beispiel 1.41
1
Berechne das Integral Ij, := [ f—jsdx
0
(A) Es gilt
Iy = 1n(6) — In(5)

und

In+50i1 =— (k>1)da

1
k

1Jedes Késtchen entspricht einem Bit
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1 1
k k—1
T T -1 1
5 = k_ld = —
/x—l—5+ £+5 /x T
0 0

Bei einer Berechnung mit nur 3 Dezimalstellen (r = 3,b = 10) ergibt sich:

I, = 0.182-10°
I, = 0.900-10"!
I, = 0.500-10"!
I; = 0.833-10!
I, = —0.166-10°

Die Berechnung ist fehlerhaft. Offensichtlich sind die I}, monoton fallend, da I, \, 0 (¢ — o0), aber
es gibt widerspriichliche Ergebnisse (siehe I3). Auf einem Standard PC ergab: Iy; = —0.158 - 107! und
I39 = 8.960 - 1010,

Dies ist ein Beispiel fiir Fehlerfortpflanzung, da der Fehler in I;_; mit 5 multipliziert wird, um I
zu berechnen.

B) Ii-1 =1 (3 —1Ik), Io = Ino

I, = 0.343-107!
Is = 0.431-1071
I, = 0.500-107"
I, = 0.884-10!
Iy, = 0.182-10°

Hier tritt die Fehlerdampfung auf.

Beispiel 1.42
Zu 16sen ist das LGS

1.2969 0.8648 z1 \ _ [ 0.86419999 \ b
0.2161 0.1441 xz )~ \ 0.14400001 )
. N . 1\ _ 0.9911
Die exakte Losung ist ( . ) = ( —0.4870 )

Durch Messfehler oder auch Rundung erhalten wir eine rechte Seite
o 0.8642
—\0.1440
2

Dann ist die Losung < %l > = ( 9 > mit ca. 100% Abweichung.
5 _

Das bedeutet, dass kleine Anderungen der Eingabedaten zu groen Anderungen der Losungen fithren kénnen.

Definition

Fine numerische Aufgabe (z.B. effizientes Losen eines LGS oder Integrals) heifst gut kon-
ditioniert, falls kleine Anderungen der Eingabedaten zu kleinen Anderungen der Lésung
fiihren; sonst heift das Problem schlecht konditioniert.
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Prézisieren wir: Was ist eine numerische Aufgabe? Was heifit klein?

. [ 1:2969 08648
=\ 02161 0.1441

sollte schlecht konditioniert sein.
Im folgenden 2 Ansitze:

1. Fiir einfache Probleme

2. Fiir etwas komplexere Probleme

Definition 1.43
Seit f: U — R" mit U C R™ und sei xg € U wvorgegeben. Dann versteht man un-
ter der Aufagbe (f,xo) die effektive Berechnung von f an der Stelle xy. Dabei sind xq die
FEingabe(daten).

Beispiel: Ax =b, (f,b) mit f(b) = A71b

Beispiel 1.44
Sei xg = (x1,...,Zm) und o + A, € U eine Storung der Eingabedaten mit [|Az|| < 1. Falls f : U — R
(d.h. n = 1) einmal stetig differenzierbar; so ist der Ergebnisfehler Af(xg) = f(zo) — f(zo + Az) in erster
N#hrung gleich

Z ggi(sr:o)Amj = v f(zg)Ax
j=1

Fiir den relativen Fehler gilt in erster Nahrung:

Af(’lfo) . da ﬁl’ Zj %
Fw) 2 (e sts) 5

Definition 1.45 (Konditionszahlen I)

Wir nennen den Faktor k; = aan;(xo)fgo)

(relative) Konditionszahl.

Beweis: (Beweis von Satz 1.44)

Wie in der Folgerung 1.34 (Seite 7) kann man hier den Satz von Taylor anwenden:

f(wo +Ax) = f(x0) + Vf(w0) Az +© ([[Az]])

mit @ (||Az||) = o (||]Az|[) == Behauptung fiir den absoluten Fehler. Fiir den relativen Fehler ist klar.

Bemerkung: k; beschreibt, wie der relative Fehler in den Eingabedaten x; verstirkt bzw. abgeschwicht
wird.

Definition 1.46
Wir nennen das Problem (f,xy) gut konditioniert, falls alle k; (j =1,...,m) klein sind,
sonst schlecht konditioniert
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Beispiel 1.47 (Arithmetische Operationen)

(i) fz1,22) = 2122, k1 = %(3717%2)% = =1

Analog fiir ko ergibt sich ebenfalls 1 = Multiplikation ist gut konditioniert.
(ii) Division ist gut konditioniert

(iii) Addition f(x1,22) = x1 + 22
Lj Lj

kj =

r1+x2 X1+ T2

k; wird beliebig grof, wenn z1x2 < 0 und z; und z2 betragsméiBig gleich gro8 sind. Das heifit, in
diesem Fall ist die Addition schlecht konditioniert, ansonsten ist sie gut konditioniert.

(iv) Subtraktion ist schlecht konditioniert, falls z129 > 0 und z; und x2 betragsmiflig gleich grof} sind.

Beispiel: (n = 3)r =0.9995 y =0.9984 rd(z)=0.1-10" rd(y) = 0.998-10° Dann gilt fiir ® = —
r®y =rd(l—0.998) —rd(0.2-107%) =0.2-1072

Der absolute Fehler betriigt x ® y — (z — y) = 0.0001

Der relative Fehler betriigt % =0.82

Das Problem wird als Ausléschung bezeichnet.

Bei komplexeren Problemen (etwa n > 1) betrachten wir einen anderen Ansatz:

Definition 1.48
Das Problem (f,xo) ist wohlgestellt in

Bs(xo) = {z € U | ||z — 20| < 6}

falls es eine Konstante Laps > 0 gibt, mit || f(x) — f(z0)|| < Laps ||z — xol| (%) fiir alle Bs(zo).
Gibt es keine solche Konstante, so heifst das Problem schlecht gestellt.

Sei Laps(0) die kleinste Zahl mit der Figenschaft (x).
Analog: L.i(0) als kleinste Zahl mit
|z — o

1£(2) — F(ao)] |
el = O

Definition 1.49 (Konditionszahlen IT)
K = y{% Laps(0) absolute Konditionszahl K, = }si{% L,¢(0) relative Konditions-
zahl
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Bemerkung: Falls f differenzierbar, so gilt

B

1f (o)

Beachte: f'(zg) ist eine Matrix und |f’(xo)| eine Matrixnorm. K,.; héngt von der Wahl der Normen ab.

Kyer = ||f/(l‘0) ”

Beispiel 1.50 (Konditionierung eines LGS)
Zu l6sen ist Az = b, d.h. f(b) = A~'bund f'(z) = A1
= s = A7 o= 47y = - 1

=
< TAZLIAL = _ g1 4] =: cond(4)

= llll

Beachte, dass es existiert ein x € R™ mit ||Az|| = ||A]| ||z]|, d-h. cond(A) ist eine gute Abschétzung fiir die
Konditionierung vom Problem (f,b)

Mit A wie in Beispil 1.42 gilt: cond(A) = |A7|| Al = 10, da A~ = = A und det A = 555055
(schlechte Konditionierung)
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Kapitel 2

Lineare Gleichungssysteme

Wir werden in diesem Kapitel Probleme der Form
Ax =1

betrachten, wobei A € R™*"™ und z,b € R™. Es gibt im Wesentlichen 2 Klassen von Verfahren

1. Direktes Verfahren

2. Iteratives Verfahren

Aus der Schule (und den Lineare Algebra-Vorlesungen) ist uns das direkte Verfahren am meisten bekannt,
das GauBsche Eliminationsverfahren. Fiir kleine Gleichungssysteme eignet sich dieses Verfahren, jedoch wenn
man mehr als 1000 Zeilen und Spalten in einer Matrix hat, dann ist dieses Verfahren sehr ineffizient, weil
das Verfahren eine Laufzeit von n! hat. Aus diesem Grund werden wir andere Verfahren kennenlernen, mit
denen man schneller ans Ziel kommen kann.

Wir werden Probleme solcher Art behandeln:

(A) Geg: Ae R™™ be R
Ges: x € R™ mit Az = b (falls es eine Losung existiert)

(B) Geg: A€ R"™™ by,...,b e R"”
Ges: z; € R® mit Az; =b; (i=1,...,1) (falls es eine Losung existiert)

(C) Geg: A e R
Ges: A~ (falls es eine Losung existiert)

Es sind dquivalent
(i) Nz eR™: Ax=0>
(i) Az =0 <= 2=0
(iil) det(A) #0
(iv) 0 ist kein Eigenwert von A
)

(v) A ist reguliir, d.h. 3 B € R"*" mit AB = BA = E,,. Dabei ist B = A™! und x = A~ ist die
eindeutige Losung von Az = b

Es gilt: Kénnen wir (C) 16sen, dann auch (A), (B), da z = A~

Es gilt: Koénnen wir (B) 16sen, dann auch (C)

A(x1,. .., o), x; Spaltenvektor ist Losung von A\, = e; (e; ist der i. Eigenvektor. (A) = (B)

Alle Probleme sind dquivalent, aber es existieren Verfahren, die besonders geeignet fiir eines dieser Probleme

sind.

17
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Verfahren

1. Direkte Verfahren liefern die exakte Losung x nach endlich vielen Schritten (bis auf Rundungsfehler).
Beispiele dafiir sind der Gaupalgorithmus mit Aufwand O(n3) und die Cramersche Regel mit Aufwand
O(n!). Der minimale theoretische Aufwand liegt bei O(n?), aber es existiert kein Verfahren mit dieser
Komplexitiit.

Der Vorteil ist, dass A~! mitbestimmt wird und somit ist der Aufwand fiir (A), (B), (C) ungefihr
gleich.

Der Nachteil ist, dass wahrend der Berechnung keine N&herung moglich ist, d.h. das Resultat steht
erst nach Abarbeitung des Algorithmus, also erst nach n Schritten, fest. Je nach Anwendung sind diese
Verfahren viel zu aufwiindig und deshalb besonders ungeeignet fiir Problem (A), wenn n sehr grof ist.

2. Tterative Verfahren liefern nach endlich vielen Schritten eine beliebig genaue Approximation der Losung
(bis auf Rundungsfehler).

Der Vorteil liegt daran, dass man in der Lage ist, die Losung so genau zu bestimmen, wie es notig ist.
Hiufig hat man bereits eine brauchbare Losung nach k < n Schritten

Satz 2.1 (Stérungssatz fiir lineare Gleichungssysteme)
Sei A € R™*™ regulér und ||-|| die induzierte Matrixnorm. Sei AA € R™*" gegeben mit ||AA| < ”Ali,lu und
sei b € R™ und Ab € R™. Dann gilt A + AA reguldr und

[z —z| . cond(A) <|AA|| n IIAb>

2l = 1= cona(a) 1221 \ Tl " ol

wobei Az = b und 7 ist die Losung des Problems (A + AA)T = b+ Ab

Bemerkung: Kein Einfluss von Rundungsfehlern
Beweis: Siehe Ubungsblatt

Bemerkung: cond(A) ist der entscheidende Verstiarkungsfaktor fiir den relativen Fehler.

Definition

cond(A) = ||A]| HA_IH

2.1 Direkte Verfahren

Idee: Hat A eine einfache Gestalt, so ldsst sich z leicht bestimmen.

Beispiel 2.2
Sei A € R™*" eine obere A-Matrix, d.h. a;; = 0 fiir ¢ > j, also

* .. %

A:

Es gilt det(A) = [] au, d.h. A ist reguldr <= a; #0Vie {1,...,n}. Ist A regulér, dann ist Az =b
i=1

1=

n n
losbar. b; = Y. @@y = Y. @uTy-
u=1 u=t
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i=n:z; = 2o

Qnn

n
i<n:xi=(;(bi— > aiuxn>

u=1+1

Frage: Kann eine beliebige reguldre Matrix A so umgeformt werden, dass sie obere A-Gestalt hat? D.h
gesucht ist A € R™ " mit oberer A- Gestalt, be R™ so dass A € R"* "z = b € R dieselbe Losung hat wie
Ax =b.

(a) Gauflalgorithmus

air a2z - aip | by

... n b

(A,b) = (A(0)7 b(O)) _ G21  Gg2 a2 2
anl Qap2 ctt Qpn bn

[ mit Az =50 — AWz =pD

I

1 1 1

(A<1>,b<1>): N
S

0 aiﬂ) oA b

ai a1n bl
1 1 1
0 ag; aén) b(2)
0o . ... . .. al(.;’l) bgi’l)
(pfl) (p*l) . . . T T : T, . :
e R R
(p D) - (p 1) b(Pfl)
(p+1)(p+1) (p+1) (p+1)
)0 .« (v-1) - | e-)
0 0 0 Uy (pr1) e a bl

|

(A=) p(n=1) " A("=1) jst eine obere A-Matrix und Az =b < AP~y =pn-D

(0
Um (AW, b(M) zu berechnen, wird die 4. Zeile (i = 2,...,n) mit a(o) 1. Zeile aufaddiert.
@11

Dies geht so lange a1 # 0 ist, sonst miissen Zeilen vertauscht werden. Es gilt: Weder das Vertauschen
von Zeilen noch der Eliminationsschritt verdndern die Losung. Kann in einem Schritt a(p D 75 0 nicht
erreicht werden, nachdem man sémtliche Zeilen vertauscht hat, so heifit das gerade, dass A singulér
ist. Das Zeilevertauschen wird als Pivotisierung bezeichnet. I.A. wird die Zeile ausgesucht mit
(p—l)‘

Gip

-1
‘ak )| = max
P p<z<n

und wird als Teilpivotisierung/ Spaltenpivotisierung bezeichnet.
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Beispiel 2.3

1
SeiAz(i 1>undAx:(;) = x:<11_2€s>z<1>fur5<<1
1—¢

. € 1 1
Ohne Pivotisierung: (A, (1) = < 0 1-1|2-1 )
Ty = %:z: ~1und 1 = (1 — 29)e”! = 0, da auf einem Computer 2 — 7! = —e71 1 — 7! = —¢71

berechnet werden.

Mit Pivotisierung: Nach dem Vertasuchen von Zeilen erhalten wir

und schlieSlich nach der Elimination

1 1 2
0 1—e|1-—2¢
1—

— I5= fzf ~1und x; =2 — 29 = 1, da auf einem Computer 1 — 2e = 1 fiir sehr kleines .

() ()= (%)

kann durch Spaltenpivotisierung nicht gelost werden. Dafiir muss total pivoting benutzt werden, d.h. sind
die Matrixeintrége sehr unterschiedlich grof}, so miissen auch die Spalten vertauscht werden. Das Vertauschen
der Spalten ist jedoch umsténdlich und wird selten angewandt. Man vertauscht die Spalten nur dann, wenn
man keine andere Wahl hat.

Das dquivalente Problem

Algorithmus 2.4 (Gauflverfahren)
Setze ¢ =1 (i=1,...,n)
p=1,....n—1

Wahle j € {p,...,n} mit ‘aqu

= max [l
=D,

Vertausche ¢; «+— ¢, [Spaltenpivotisierung]
Falls a4, =0 = Abbruch

| = 22 [Multiplikationsfaktor]

QagP
aq.p = | [Speichere [ statt eine 0]

Fir j=p+1,....n
Ugpj = Qqpj — |- aq,; [Matrix AO]

bgr. = bgr — L - by, [Vektor bP)]

n
Losen: Es sei z, = by, /ag,n- Fit k=n—-1,...,1: 2, = (bqk - > aqkixi> /aqkk
i=k+1
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Bemerkung: Der Aufwand des Algorithmus liegt bei %n?’ +0(n?)

(i) Anstelle der Nullen wird der Multiplikationsfaktor ! gespeichert

(ii) Die Matrix A und der Vektor b werden iiberschrieben. Es ist deshalb ratsam, eine Kopie der Vektoren
zu machen

(iii) Die Pivotisierung wird als Vektor gespeichert, und die Zeilenvertauschung im Speicher wird nicht
durchgefiihrt.

Formale Berchnung
1. Schritt des Gauflalgorithmus:

1. Zeilenvertauschen i «—— k, 1 < k

2. Eliminierung a;; =0, j > 1

Zu 1. sei
1
1
0 1 — 1
Py =
1 0 —
1
1

Lemma 2.5

(i) B = P, A entspricht der Matrix nach der Vertauschung der . und k. Zeile
(ii) B = APy, entspricht der Matrix nach der Vertauschung der i. und k. Spalte
(ili) P% = E,, d.h. P;' = Py,

Beweis: Durch nachrechnen

Definition 2.6

FEine Matrix P € R™"™ heifst Permutationsmatrix, falls P durch Zeilenvertauschungen
aus der Finheitsmatrix E, entsteht.

Bemerkung: P;; ist eine Permutationsmatrix. Sei P eine Permutationsmatrix =—- P2=E,

Zu 2. sei
1 0 0
L; = 1] « l(i+1),i
0 0 1

HlltljZ = ZZ:, j:Z+1,,n
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Lemma 2.7

b1
(i) B=L,A= © |, wobei b; € R™ Zeilenvktoren sind
bn
= bj=a; (j=1,....9)

bj:aj—i—ljiai (]:Z-FL,TL)
(i) L;!' = 2E, — L;, also

1 0 0
L7t:= L]« L)
0 0 1
by
dh.B=L;7'A=| :
bn
- bjzaj, (jZl,...,i)

bj:aj—ljiai, (]:z+1,,n)

Folgerung 2.8
Die Transformation von A auf obere A-Gestalt kann geschrieben werden als

R=L, Py  L'P A
SN——
Pivotisierung P;;, i<j

wobei R eine A-Matrix ist.

Satz 2.9 (LR-Zerlegung)
Sei A € R™*™ eine reguldre Matrix. Dann gilt:

e Es existiert eine Permutationsmatrix P, eine untere A-Matrix L mit Diagonalelementen 1 und eine
obere A-Matrix R mit
PA=LR

e Esgilt: A= LR = MS, wobei L, M untere A-Matrizen mit Diagonalelementen 1 sind, und R, .S obere
A-Matrizen sind = L=M, R=S

Bemerkung: Ist PA = LR gegeben, so kann man
Ax =1

l6sen, indem man



2.1. DIREKTE VERFAHREN 23

1. Lz = Pb l6sen

2. Rx = z losen

Ax = b < PAx=Pb
<~ LRx=Pb
<— LRx =1Lz
< Rxr=z

— 1. und 2. leicht zu lésen

LLA. wird L in den frei verwendenden Stellen von A gepseichert. Also

1 R

L 1
L und R benétigen n? Speicherstellen (zusammen). Nicht nur R wird erzeugt sondern auch L

Es gilt P~1 =P

Beweis: (von 2.9)
Nach dem GauBalgorithmus gilt: R = L;}an,l., e LflPlA

wobei R obere A-Matrix ist — PiLi...P,_1L,_1R=A
Setze: P = P,_1 ... P, so ist P eine Permutationsmatrix und L := P~*P, Ly ... Py_1Lp_1
— P 'LR=A =— LR=PA

7.7 ist: L untere A-Matrix und

L = P'PL,..P, 1Ly 1=P,1...PARL\P>...P,_ 1L, 4
~~
=E,
- Pn,—l~~-P2L1P2---P7L—1Ln,—1
Bemerkung:
1 0
*
Ly=1Ly...L, = .
0

— P,L,P, (mit ¢ > p) hat dieselbe Gestalt, da P, = Py, ¢ < k
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Also
L = P, . PloLiLoPs... Py 1L, 1

—1---PsLyLyPs... Py 1Ly

. PyLoLsPy .. PyyLo

I
U0

= L1...L,Ly
und ist untere A-Matrix

Zu 2.
LR = MS. Es gilt: L=! hat ebenfalls untere A-Gestalt (betrachte L='L = E,,). Analog:

S~ ist eine obere A-Matrix
= RS~! obere A-Gestalt
— RS™! obere A-Gestalt, L1 M ist untere /A-Matrix
Also gilt LR=MS = RS '=L"'M=E, = L=S A L=M, wobei R obere A-Matrix ist und

L eine untere A-Matrix ist.

Weiter Anwendungen der LR-Zerlegung

1. Determinantenberechnung einer Matrix A. Hat A obere/untere A-Gestalt, dann gilt
n
det(A) = H (4273
i=1
und
R=L;* P, ,...L7'P,A

= detR=det (L, Pyy... L' P1A) = det(L; ') det(Py—1)...det(L7 ") det(Pr) det(A)

Es gilt det (L;l) =1 und

1 : i=k
det(Pi) = det(Pik) =
-1 : i#k
=
det(R) : gerade Anzahl von Zeilenvektoren
det(4) = —det(R) : ungerade Anzahl von Zeilenvektoren
[I17s : gerade Anzahl von Zeilenvektoren
i=1
— [I 74 : ungerade Anzahl von Zeilenvektoren
i=1

2. Bestimmung von Rang(A4) = # der linear unabhéingigen Zeilenvektoren bei einer nicht unbedingt qua-
dratischen Matrix.

Ist im p. Schritt ag;,) = 0, so miissen Zeilen und Splaten vertauscht werden. Ist dies nicht moglich

— A(P) —
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Die ersten p. Spaltenvektoren sind linear unabhéngig, aber alle weiteren Spaltenverktoren sind linear
abhingie = Rang (A(®)) = Rang(4) =p

Beispiel: Aufgrund von Rundungsfehlern kann dieses Verfahren das falsche Ergebnis liefern:

Fire#0 = det(4:) =¢

11
A = -1 1 ¢
0 1 ¢
— Rang(4A.) =3
11 0
Nach Gauflalgorithmus: A, — Agl) = 0 14¢ ¢
0 €
11 0
— AP = 0 1+¢ €
0 0 € 1;

Und e — 15 = £ #0
Der Gauflalgorithmus wurde hier nicht abgebrochen.

Ist ¢ < eps (Maschinengenauigkeit)

= 1+¢ =1 (auf einem Computer, wegen Rundungsfehlern, sieche Seite 11)

e=b""=Mp°
Dann gilt
_ ;1
Al=1 0 1 ¢
0 1 ¢
wegen Rundungen, also
1
~, €
A2=[ 0 1 ¢
0 0 0

= Rang(gg) = 2 # Rang(A)

3. Berechnung der Umkehrmatrix A~! einer Matrix A

a) 1. Ansatz: Sei e; der i. Einheitsvektor. Lose Az =¢; firi=1,...,n = A '= (1., 2n)
mittels LR-Zerlegung mit Lz(Y) = Pe; und Rz() = z(®)

2. Ansatz:

1 0 N 0 a 0

0 1 0 N E R 0 ay

Vorwartselimination Riickwartselimination
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Gauf3-Jordan Verfahren

Die Idee des Verfahren ist folgende: Ist apq # 0, so kann die Gleichung nach z, aufgelost werden,
: __ _ Aap1 _ _ Gpg-—1 _ Gpg+1 _ _ Gpn
wobei x4 = ooy T1 = e by e Tl T T

Durch Einsetzung von x, in die anderen Gleichungen (j # p)

qg—1
{ajk (l]qapk:| qu n Z [ ajqa]k:| o = b;
k=1 pq k=g+1 pq
T bl
DhA| b, | =] =,
Ty, by,
Kann dieser Schritt n-mal durchgefiihrt werden
bl 1
il |- N e
by, Tn

Das ist ein Algorithmus ohne Pivotisierung, d.h. a;; # 0
Cholesky Verfahren

Sei A € R™*" eine symmetrische positive definite Matrix. Es existiert ein L € R™*™ mit unterer
A-Gestalt, so dass gilt

A=LLT

Idee: Simultane Elimination der Zeieln/Spalten

Dieser Algorithmus hat einen halben Aufwand im Vergeleich mit dem Gauf-Algorithmus.

Beispiel: Sei A eine Tridiagonalmatrix

a1 ")/1 0
A= ﬁl .
‘ Tn—1
0 ﬂnfl Qo

A kann zuerst mittels LR-Zerlegung zerlegt werden und die Zerlegung kann in Abhéingigkeit von
«, 3,7 hingeschrieben werden.
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2.2 Losung iiberbestimmter LGS (Ausgleichungsrechnung)

Problem: Gegeben sind m Messdaten (zum Beispiel Zeit und Konzentration) (z1,y1),. .., (Zm,Ym) und
Funktionen pi,...,pn, (n,m €N, n <n)

n
Gesucht: Linear Kombination u(z) = Y u;p;(x), welche die mittlere Abweichung minimier, also:
i=1

Do = (Z (u(x;) — yi)g) - u17..i.1:l?anR Z <Z (uipi(wi)) = yi)

i=1 j=1 \i=1

Dieses Problem wird als das Gauf3sche Ausgleichsproblem bezeichnet, wobei u der Losung der kleinsten
Quadrate (least squares) darstellt.

Bemerkung: Das Tschebyscheffsche Ausgleichsproblem, bei dem

Ny = i Ip(w:) — yil

ist deutlich schwerer.

Setze:

c=(ci,...,cy)" € R™ (gesuchte Werte)
r=(21,...,%0) ER™ y=(y1,...,ym) €R™
A= (Cl,‘j) € R™*™ mit (Clij) = uJ(a:l)

Dann ist das Ausgleichsproblem (AGP) dquivalent mit dem Minimieren des Funktionals F'(c) := ||Ac — y|,

Bemerkung: Sind m = n, pi,...,p, linear unabhingig, x1,...,z,, paarweise verschieden — A ist
reguldir und ¢ = A~y ist das gesuchte Minimum.

Satz 2.10
Sei A € R™*"™ b e R™ (n < m) gegeben. Dann existiert mindestens eine Losung T € R™ des Ausgleichspro-
blems (Axz = b). Dies ist dquvalent dazu, dass Z die Normgleichung

ATAz=ATp

lost. ist Rang(A) = n (d.h. maximal) = die Losung ist eindeutig bestimmt, andernfalls ist jede weitere
Losung von der folgenden Gestalt:
T=T+Yy

mit y € Kern(A). In diesem Fall wird i.a. Losungen X 4 gesucht mit minimaler 2-Norm, d.h.

| Xall :=inf {||x2|\ ' x Losung des Ausgleichsproblems}

Lemma 2.11
ATA € R™™ (bzw. AAT € R™*") erfiillt

(i) AT A ist symmetrisch

(i) AT A ist positiv semidefinit und falls Rang(A) sogar positiv definit.
(iii) Kern(AT A) = Kern(A)
(iv) R™ = Bld(A) @ Kern(AT)
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(v) ATAund AAT haben dieselben (positiven, reellen) Eigenwerte

(vi) r = Rang(A) = Rang(AT A) = Rang(AAT) = Rang(A") = H)\ >0 ‘ A EW von ATA}‘

Beweis: (Lemma 2.11(iv))

Es gilt R™ = Bld(A) @ Bld(A4)*
z.z. ist Bld(A)+ = Kern(AT)

sei y € Bld(A)*, d.h. V z € BId(A) : {(y,2) =0
< VzeR": (yAz) =0 <= VazeR": (ATy,z)=

<~ ATy=0 <= yeKem(A") _

Beweis: (Satz 2.10)

Wir zeigen zuniichst die Aquivalenz des Minimierungsproblems mit dem Lésen der Normalengleichung. Sei
7 Losung von AT Az = ATb

= |b— Azl = |b— AT+ AT -2)|;

(b— AT+ AT —2),b— AT + A(T — x))

= (b—AZ,b— AT)+2(b— AT, A(T — 2)) + (A(T — ), A(T — x))
b — AZ||5 + [|A@ — 2)||5 + 2 (AT (b — AT9,T — z)

b — Az|;

— VazeR": ||b— Az, < ||b — Az,

AV

Sei T eine Losung des Minimierungsproblems.

m n 2
0 = ZF@)h=7 (Z ( ARk = bj) )
|z==

k=

= aji2 (Z ;T — b]) = 2( Z aj; Z kT — Zaj,;bj)
j=1 k=1 i=1 k=1 =
——
ij
= 2ATX7T-ATD)
= A"Az=ATb = 7T Losung der Normalgleichung

Das heif}t, die Existenz einer Losung des AGPs kann gezeigt werden durch das Losen der Normalgleichung.
Zur Losung der Normalgleichung: b € R™ = Bld(A) ® Kern(AT) = b =s+r mit s € Bld(4), r €
Kern(AT). Zu s € Bld(A) existiert ein 7 € R™ mit AZ = s

Esgilt: ATAT = ATs+ ATr = AT(r +5) = ATb, d.h. 7 ist Losung der Normalgleichung.

Sei Rang(A) =n == AT A positiv definit (Lemma 2.11(ii))

= AT Aist regulir = T = (AT A)"1ATbist eindeutige Losung der Normalgleichung.

Sei Rang(A) < n. Seien x1, 75 Losungen der Normalgleichung: b = Az + (b — Az;) € Bld(A) @ Kern(AT),
da x; Losung der Normalgleichung.

Da die Zerlegung R™ = Bld(A) @ Kern(A") eindeutig = Ar; =s=A47 = Alz-7)=0 =
x —7 € Kern(A)
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Es sei

K = {a’ eR" ‘ x Losung des AGPs und ||z, < HTHQ}

—> K kompakt und da ||-||, stetig ist, nimmt sie ihr Minimun auf K an. Sei x4 mit

lwall, = inf {Jlas]| | @€ K} = p
Seien x1,x2 € K mit ||z, = ||z2fl, =p

= 232 e Kund p < || 252, < G llally + 5 ll22ll, = p
= =), =

— p’ = HMHEZHQ_ %;<$1 + 9,21 + 2)

(a3 + 2 (@1, 20) + llz213)

- 1

= (PP 2,22 + ) = 307+ 5 (21, 22)

= <I17I2> :2,02 ) ,

= |z — 225 = (|2l — 2 (@1, 22) + [Jz2ll; = 20* — 20> =0
— Tl =T2 4

Beispiel 2.12

p(x)=2+0.9x (Gauflische Normalgleichung)
p(x)=2+x (Tschebyscheffsche Normalgleichung)

Abbildung 2.1: Ausgleichungsgerade

Gegeben: Messdaten:

x| -2 | -1 o] 1 ] 2
yi | 17271212 7/27]7/2

Gesucht: Ausgleichungsgerade (linear fit') p(z) = bx + a mit

5 L

5 5
Z bx; +a — 2 = min Z (b:cj +a— yl)

(a,b)€R?

Nl

— =1

Lenglischer Ausdruck der Ausgleichungsgerade

A
g
£
&
_|_
S
&

29
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= (a,b)" 16st die Normalgleichung

1 -2 1/2
1 -1 1/2
A= 1 0 ; c= 2
11 7/2
1 2 7/2

5 0 10
. T _ T, __
wobel A A—(O 10)undA c—<9>

—> Rang(A) =2 = Normalgleichung eindeutig lésbar. ATA( Z ) =ATe = < Z ) = ( 029 ),

d.h. p(z) =2+0.9z
Abweichung (Fehler in 2-Norm): Ay =+v/0.9< 1, Ay, =0.6

Die Losung des Tschebyscheffs-Problems ist gegeben durch p(z) =2+ 2z und Ay =1; Ay = %

a

1455 (dh. Zusammenhang nicht linear).

Bemerkung: Physikalisch kénnte gelten: z.B: p(z) =

Setze p(x) = @) = % + 3:10 =a+ Bm, und jetzt kann die lineare Ausgleichungsgerade berechnet werden.

Bemerkung: Das Ausgleichsproblem kann durch Losen der Normalengleichung (etwa LR-Zelegung) behan-
delt werden. Allerdings ist dies numerisch nicht unbedingt der beste Zugang, da cond(A" A) sehr viel groBer
als cond(A) ist. Beispiel: gilt Rang(A) = n, A € R™*" dann ist cond(AT A) ~ cond(A)?.

Idee: Sei Rang(A) =n, A € R™*"

Gegeben: A = QR, R obere A-Matrix im R™*", @ € R™*™ orthogonale Matrix, d.h. Q7' = QT

wobei R regulére obere A-Matrix ist.

ATA=(QR)'QR=T"Q"QR=R'R

ATb=R"Q"b
dh. ATAT=ATh —= R'RT=R'Q'b
C1
C1
Setze: c:= Qb= “n ; C= : e R"”
Cn+1 '
Cn
Cm

W (@) = e ()

n n
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Es gilt: RT regulir und sei T € R” mit RT = ¢ (leicht zu losenendes LGS, da R obere A-Matrix).

= Rz=| . = R'RT=R"¢c=R'QTb

=3

= 7 ist eine Losung der Normalgleichung.

d) QR-Zerlegung nach Householder 2
Sei A € R™*™ (m > n) mit Rang(4) =n

Ziel: Finde obere A-Matrix R € R™*™ und eine orthogonale Matrix @ € R™*™ mit A = QR

Definition 2.13
Seien u,v € R™ (Spaltenvektoren)

Dann heifst die Matrix

Uy
A=uv' = : (U1, -y Um)
Um
das dyadische Produkt von u,v.

A e R™™ und a;; = uvy (1 <i,7 <m)
U1

Bemerkung: (u,v) =u'v = (ug,...,up) : eR
Um

Folgerung 2.14
A=wuwv' und w € R™

(i) Aw = (v,w)u

(i) A% = (u,v) A

Beweis:

m

(1) (Aw); = 3 wvpwi = (v, w) u;
k=1

(i) (AQ)Z-]- = (AA);; = k;l UV UKV = (kzl vkuk) wivj = (v,u) (A)i; 4

2Das ist die Forsetzung der Verfahren ab Seite 26
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Definition 2.15 .
veR™ v#0. Die Matriz H(v) =1 — 2> heifst Householder Matrix.

2
lloll3

Wir setzen H(0) =1

Folgerung 2.16
v € R™. Es gilt:

(i) H(v) ist symmetrisch

(ii) H(v) ist orthogonal, d.h. H(v) = H(v)" = H(v)~!

Beweis:

(i) H(v)ij = b;j — 2740 (0;; ist das Kronecker Symbol), also

lol3

V; Uj

(Si]‘ -2 = H(U)ij

2
o]l

(i) Zu zeigen: H(v)H (v) = I, wegen (i) ist also zu zeigen ist H(v)? =1

Hv)? = (H— 2&2) (H— gl ) _p_gw’ 4 g0])?
[lv]| llvll3 v]12 BB
1— hy (0T — o)
lloll3 [HH
<U.UT>UUT ..
= I- Hjﬂz (m;T - |U2> (wegen 2.14(ii))
2 2

Satz 2.17
Sei a € R™, setze u = a £ |jal|y e, € R™ (1 <k <m). Dann gilt

H(u)a = [|al|, ex

Beweis: ImFallu =0 = 0= F|a||, ex (wegen Definition von w)
= H(u)a=1Ia=F|al,ex

Sei nun u # 0, etwa u = a — ||a||, ex

wuT s 2
= H(u)=1-"% m1th=%||u||2
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2 2
ho= La—llalyensa—lallyer) = 3 (llall; - 2 llall (0. ex) + all3)
2
= llal3 - llally e
H(u)a = (]I juu')a=a—(uu")a

- }l a) u Folgerung 2.14(i)
i
= a—3

(@ = llallyexsa)u

.
:@—%OWQ\W\Qﬂ»“

= a—u = |al|, e, wegen Definition von u

O
Verfahren:
AeR™" A= (ay,...,an) = (ago), .. .,a;‘”)
Schritt 1
a0 — (0) H 0)H2€1 eR™, Q= H(U(O))
* *
0
= Q1A=RW = mit AL g Rm-1xn-1 — (a(l) a%”)
LAD Lo
0
Schritt 2
1 0 0
u® =gl — Ha(l)H e ER™L Qs = 0
2o ’ L HuD)
0

— Qz c Rmxm,H(u(l)) c Rm—1xm—1

0 *
= Q1A =QRM = © 0 . Nach n Schritten
: A®)
0 O
* *
On--- Q1A= RM = - R
0 *

Q=0Q;---Q, = Q@ ist orthogonal, da @); orthogonal und A = QR, da QQ1 ---

Ausgleichsproblem <= Normalgleichung
<= RTZ=cmit

R
AZQRZ(o

Qi=1(Q =0

) , R reguldre obere A-Matrix, da Rang(A) =n
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@, R mit Householder Verfahren:

condy(A) 1Al [|A~H],
= |QRl, |R'Q7"|,
IQR, [|R'QT,
IR - [|R

Es gilt:

= conds(A) = condz(R) falls Rang(A) = n, A € R™*"

Singuldrwertzerlegung von A

Satz 2.18
Sei A € R™*" Rang(A4) = r, p = min{m,n}. Dann existieren orthogonale Matrizen U = (uy,...,u,) €
R™ ™ und V = (v1,...,v,) € R™" mit UTAV = ¥ € R™*" mit

Y =diag(o1,...,0p),

wobei 0y > 092> ... 20, >0p41=... =0, =0.
D.h:
g1
%= 0
oy
0 ‘ 0
wobei diag(o1,...,0p,) € R™*7.

Definition 2.19

Die Werte o4, ...,0, heiffen singulidre Werte von A. Sie entsprechen gerade den Wurzeln
aus den Eigenwerten von AT A bzw. AAT (Bem: nach 2.11(v) haben AT A und AA" dieselben
positven und reellen Eigenwerte).

Beweis: (Satz 2.18)
Eindeutigkeit: Sei UT AV = ¥ und U,V orthogonal.

— Av; = oyu;, da AV = UX und
ATUi = 0;0;, da ATU =V

= ATAv; = 0;ATu; = 0?v; = o2 ist Eigenwert von AT A.
Analog: AATu; = c?u; = o2 ist Eigenwert von AA"

Eigenwerte sind eindeutig = o, hingt nur von A ab.

Existenz: Sei o1 := || 4|, = Hnﬁax | Az||, (Bemerkung: ||A|l, = \/Amax(ATA), d.h. oy ist ein guter Kandidat).
z||,=1

= 1 € R",y; € R™ mit [|z1], = 1, [[y1ll, =1 und Azy = o1y1. Sei V = (x1,...,2,) € R"™" eine
orthogonale Basis des R™ (jeder Vektor kann erweitert werden zu einer ONB)

Ui = (Y1, -, Ym) € R™*™ ebenfalls ONB des R"

g ’LUT

) , Bc }Rmflxnfl7 w e Rnfl'
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Da Uy, V; orthogonal, gilt:
[l = Al = o

2 T,,, 2 2
Desweiteren gilt: A ( Z > = ( 7 EZ} w ) — ( g El}w”z )

N
(3

2
2 _ 2 _ oy LA Z]| 12
= o’=[Al; = (Hljbx |\;z;12|\> = TorwT o
= (2 el + Bul
T @Herp (7 T T P
>0

1 2 2)? 2 2
> o (02 + wl3)” = 0% +

2

— 2>+ |u} = |uwl3=0 = w=0
T 0
— Ul AV, = B
O

Den Rest per Indukt1on

Losung des Ausgleichsproblems:

Gesucht: z € R” mit ||Az — b||, = ian |Az —b||,, A€ R™*™ beR™, m>n>r=Rang(A).
z€R™

Sei UTAV =X = diag(oy,...,0,)

— Az —b> = (Az—b Az —b) V= (T (Az — b), UT (Az — b))
- <UTAV VTa) = UTbUTAV(V Tz) — UTh)

SVTe— UTh SV Tz — UTh)
= HEVTfoTbH2
— Az b = é(al(V—r )z—uTb)2+_il(ujb)2
z 2 ()

Folgerung 2.20

r € R™ ist genau dann Losung des Ausgleichsproblems, wenn (V 'x); = %2

T U u,l b —
= Vie=[—"2,..., yQpg1, .., Qn |, a;beliebig

01 Opr

-
Ist z Losung des AGP, so ist ||x\|§ v orth.

T 2 n
IvTals= 3 (42) + 3 o
1=

= ||z||, ist minimal <= oay41 =... = a, = 0. D.h. die eindeutige Losung des AGP mit minimaler
2-Norm ist gegeben durch
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2.3 Iterative Verfahren

Im Grunde wollen wir lineare Gleichungssysteme 16sen, aber nicht mittels Gaufl oder andere Verfahren, weil
sie viel zu aufwéndig sind. Stattdessen werden wir uns so nah wie moglich an die Losung annéhern, und das
ist unser Ziel.

Idee: Az = b als Fixpunktgleichung umschreiben, so dass die Kontraktionsbediengung (vgl. Satz 1.29 auf
Seite 5) erfiillt ist.

Ansatz: A= M — N mit M regulir (i.A. M vorgegeben, dann ist N = M — A)

Ar=b <<= (M—-N)x=b < Mzr—Nzx=b < Mz=Nz+b
— z=M'Ne+M'b=Tx+ M 'b

Setze F:R" — R":zx+—Tzx+cmitc:=M 1o, T:=M'N=I-M"1'4
Dann gilt: z ist die Losung von Az = b <= =z ist Fixpunkt von F, d.h. x = F(z) =Tz + ¢
Verfahren: 2° € R™ vorgegeben, 2%+ = F(2%) (K > 0), d.h. 2**! ist gegeben durch
r* = b — Az"® (Residuum)
und My* =k ot =gk 4 oF
Satz 2.21

Sei ||-|| eine Norm auf dem R™ gegeben, so dass fiir die induzierte Matrixnorm gilt: ¢ := ||T]| < 1. Dann gilt

¢ — konvergiert mit Az = b und Hx — I’kH < 1%: ||:c1 — xOH bzw. ||m — ka < 13—(1 ||:ck — asl“lH

Beweis: Siehe Satz 1.29 auf Seite 5

[F(y1) = F(y2)ll = Tyr +c— (Ty2+ )|
1Ty — y2)ll < TN lyr — w2ll = ¢ llyr — w2

Dag<1 = F ist eine Kontraktion

Problem: Die Kontraktionsbediengung ist abhéngig von der Norm, die Konvergenz nicht, da alle Normen
auf R™ dquivalent sind.

Definition 2.22
Sei B € R™*™,

(i) A € C Eigenwert von B, falls det(B — A\l) = 0
(11) u € C"\{0} ist ein Eigenvektor zum Eigenwert X, falls Bu = Au gilt.
p(B) :=max{|\| | A EW von B € C} heifit Spektralradius.

Bemerkung: Eine Matrix B hat in C Ay, ..., \, Eigenwerte (falls Vielfachheit zugelassen wird). Es existiert
eine regulidre Matrix U € C™*™ mit

A Tij
U™'BU = ,
0 An

also eine Ahnlichkeitstransformation.
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Lemma 2.23
Es gilt fiir B € R™*"
(i) p(B) < ||B| fiir jede induzierte Norm

(ii) ¥ e > 0 gibt es eine induzierte Norm ||-|| im C™*” mit | B|| < p(B) + ¢

Beweis:

37

(i) Sei A ein Eigenwert von B in C und v € C"\{0} der zugehorige Eigenvektor, ||-|| eine Norm auf C™.

Bu=hu = [Aful] = [Aul = [ Bu] < |B] |lu]
— A <|B| ta.EW — p(B)<|B|

A Tij
(ii) Sei U € C™*" regulir mit U~'BU = )
0 An
Fiir § > 0 sei Ds = diag(8°,...,6"1).

Im Allg. gilt fir G € C"*": (Dy'GDs) = g;;67 7"

A Orip 6%y oo 0"y,
0 )\2 57’23 S 5"72?”27,,
= (UDs) ' B(UDs) = D;* (U™'BU) Ds =
. 5Tn—1,n
0o - e A

n .
Sei € > 0 vorgegeben. Dann existiert ein § > 0 mit Y. 6 |ry| <efa.ic{l,....,n—1}.
k=i+1

Setze [|z|| 5 = H(UD,;)_1 SCH . Diese ist eine Norm auf C”, da (UDj)~" regulir. Es gilt:

(oo}

—1
IBall; |Ds) " Ba||

1Blls = = -
vecr\oy 17lls  zecm\foy H(UD‘5> xH

oo

Mit w := (UDs)™ "« baw. z = (UDj) w gilt:

x 1duft iber C™, dann lauft w iiber den ganzen C”, da (UD(;)f1 reguldr, d.h. sup---=sup---
z#0 w#0
(UDs) " *B(UDs)w
— HB”5 = sup ” o ||oo
w0 o

< H(UD(;)_l B (UD(S)H

oo

n

= max{ [Ai] + Z S } (Zeilensummennorm)

K2
k=i+1

<e
= max|\|+e=p(B)+e _
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Satz 2.24
Es ist dquivalent

(i) TV — 0 (im C™*") fir v — o0

(i)

(i) p(T) <
)

(iv) Es existiert eine Norm auf C™, so dass fiir die induzierte Matrixnorm gilt

Fiir u € C™ fest: T"u — 0 (im C") fiir v — o0

1T <1

Beweis:
(i) = (u)

[Tl < [ T|| lull — 0,daT” — 0
= T"u — 0 (firv — o0)

(i) = (iii)

Annahme: p(T) > 1, d.h. es existiert ein EW A € C mit |[A| > 1. Sei v € C™"\{0} der zugehorige EV
= TYu=T"" 1(T ) =T du) = X" tu=--=\u

= ||T"u|| = |\ ul| = |\ ||u]| /— 0, da |[A\| > 1 Widerspruch zu (i)
(i) = (iv)

Lemma 2.23
(iv) = (i)

Submultipli.

i < AT — 0,da T <1

O

Folgerung 2.25
Das Iterationsverfahren konvergiert gdw. p(T) < 1

Bemerkung: (Ohne Beweis)
Aus den bisher gezeigten Sitzen folgt:

Um eine Dezimalstelle im Fehler zu gewinnen, miissen K ~ —lnl(rg(l%) Schritte durchgefiihrt werden.

Das heifit, p(T) ~ 1, denn —In(p(T)) ~ 0 und K ist sehr groB. Somit muss das Ziel bei der Wahl der
reguldren Matrix M sein:

1. p(T) = p(I — M~1A) moglichst klein

k

2. Gleichungssystem My* = r¥ muss leicht zu l6sen sein.

Widerspriichliche Forderungen:
Optimal fiir Bedingung 1 wire M = A = p(T) = 0, aber dann ist die Bediengung 2 iiberhaupt nicht
erfiillt.
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e) Jacobi Verfahren3Sei A regulir und a; #0 fa.i=1,...,n

M := D = diag(ai1, ..., ann)
= T=1-D14

Das fithrt zu folgender Iterationsvorschrift:

Iteration: 2° Startwert, zFT! Losung von Mtz = Nak + b

0 0 * 0 0
ESgﬂt:A:AL+AD+AR: + +
* 0 0 * 0
2% € R™ vorgegeben.
2" = (I- D 'A)z* + D 1b

= D YDz — Az* +1)

n

k+1 1 ;
= xE )= o (bi— > aile>,z:1,...,n

k=1,1#1

Satz 2.26 (Hinreichende Bediengung fiir die Konvergenz des Jacobi-Verfahren)

Falls entweder:

(a) max | > laal ) < 1 oder
K] k;ﬁ

- aidl
A

(b) max | 3 fed ) <1,
g ki

dann konvergiert das Jacobi-Verfahren.

Bemerkung:
(a) heifit starkes Zeilensummenkriterium
(b) heifit starkes Spaltensummenkriterium

39

Das nennt sich Diagonaldominanz, die Eintrége der Diagonalen sind grofler als die Summe der Zeilen bzw.

Spalten der Matrix.

Beweis: Gelte (a):

= D) <|Tl = [[I-D 4]
= max(z (5%—%
i \k=1

n

)

= m_ax( > ’(1"') <1 (wegen (a))

v k=1,k#i

Gelte (b):

laiil

p(T) < |7l = max [ Y- 12l ) <1
v k#i

= Das Iterationsverfahren konvergiert. Das ist eine sehr starke Bediengung.

3Das ist die Forsetzung der Verfahren ab Seite 31
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Beispiel 2.27
Bei der Diskretisierung 0,,u = f in §1.5 musste ein LGS Az = b geldst werden mit

-1 2
— Sl firi=2,.. .0 — 1 und fiiri = 1,n gilt 37 12l <1

laii] — aisl

k#i k#i

Definition 2.28
Fine Matriz A = (a;,) heifst zerlegbar, falls es Teilmengen Ny, No C N = {1,....n} gibt
mit Ny # 0, Ny # 0 und N = Ny |3 Ny und ay. = 0 V(i, k) € Ny x Ny

Lemma 2.29
Fiir A € R™ ™ sind &quivalent

(i) A ist zerlegbar

(ii) Der zugehorige gerichtete Graph G(A) ist nicht zusammenhéngend .
G(A) := (Knoten Py, ..., P,, gerichtete Kanten P;P, <= aji # O)

Nicht zusammenhéngend: Es existieren Knoten P; und Py, die nicht durch einen Kantenzug verbunden
sind, d.h es existiert keine Folge Fy,..., P, € {1,...,N} mit Py = j, P, = k und ay,p,,, #0

(iii) Es existiert eine Permutationsmatrix P € R™*™ mit

A 0
PAPT — 11 )
< Ay Az

mit Ay; € RPXP, Ay € RI%9, Ay e R*Pund p+qg=n

Beispiel 2.30

P () ()

Abbildung 2.2: Graph, Beispiel 2.30

b

Il
O NN
SN O
— = N
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(i) Ny = {1,3}, Ny = {2} ist geeignete Zerlegung

(ii) G(A) nicht zusammenhéngend, da es keine Verbindung zwischen P; und P existiert. (Siehe Abbildung
2.2 auf Seite 40)

(iii)

: PAPT =

o,
I
_ o O
o = O
o O =
[NOR e V]
(=3 O] Nan)
NN O

Beispiel 2.31
Sei A eine Tridiagonalmatrix ohne Nullen auf der Nebendiagonalen, d.h.

* % 0
A=| "
0 * ok

— A unzerlegbar (Beweis, siche Ubung).

Satz 2.32
Sei A € R™*™ unzerlegbar und erfiille das schwache Zeilensummenkriterium, d.h.

a
max | zk:‘ < 1
o \iz el
und es existiert ein r € {1,...,n} mit > % < 1. Dann gilt: Das Jacobi-Verfahren kann angewandt werden
kEr

und konvergiert fiir alle Startvektoren 2° € R™.
Beweis: Es gelte: Y |aik| < laul, 2.2 lay| >0
ki

Da A zerlegbar — > |a;x| > 0, d.h. |a;| > 0 (sonst wihle Ny = {i} und Ny = N\Ny)
ki

= Das Jacobi-Verfahren kann angewandt werden. Wie im Beweis von Satz 2.26 = p(T") < 1 mit
T=M"N.

z.z p(T) # 1: Annahme: Es existiert ein Eigenwert A € C mit |A| = 1. Sei v € C™ der zugehdorige Eigenvektor
mit |[v|| =1, dh. Ise{l,...,n} mit |vg| =1: Aus Tv = v folgt fir i =1,...,n:

n n a a
ik ik
A\v; = E tikVE = E St — — ) vy, = E o
k=1 i i

k=1 " ki

(Vergleiche Satz 2.26) = |v;| = |A]|vi| = |Avy| < ﬁ > laik] |ve] (%). Da G(A) zshg. existiert ein Pfad
“i=0

zwischen Py und P, d.h.pg =s,...,pr =rund ap,p,,, #0 (i =0,...,k —1) mit (x).

1
|U7’| S |(] ‘ Z|G’T‘k| ‘vk‘oo S
T gty

‘1

ol
> larel < Il
ki
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*
) < L ] | vk P
Y < (k#kZl:;k#k apye_1 | |vk| + |ap, Pl Upn)
< | k[ <
< e ( > . ) < Joll,
lvs| = |”po| < HUHOO
ist ein Widerspruch, da es so gewiihlt wurde, dass |vs| =1 = [jv]|

f) Einzelschritt Verfahren (ESV) (GauB-Seidel-Verfahren)?*

(0)

Es sei z;’ gegeben und:

(kH (b — Za”xl — Zailxl(k)>

I<i >1

Sei A regulér, a; #0, A= Ap + Ap + AR. Setze M = Ap + Ap =

N=M-A=—-Agr.Daa;; #0 = M regulir.
Iteration: (9 € R™, 2*+1) = M~INz®) + M~ = (Ap + Ap)~! (b— ARx(k))

(k+1)

Nun kann man man nach z; auflosen.

$(k+1) = (AL + AD)_l (b — ARJT(k))

l=i+1

i—1 n

Satz 2.33

Falls max [ > |‘;’“|> < 1 (starkes Zeilensummenkriterium), dann konvergiert das Einzelschrittverfahren.
¢ ki

Beweis: T := M~'N, ¢ =max | Y %
v k#i
Behauptung: ¢ <1 = ||T|| <q¢ = |T|, <¢<1 = T ist Kontraktion.

T = H Tlp ) |Tz|| .- Sei x € R™ mit ||z| =
x o —

y:=Tx, 22 |yl < ¢ dh |yl < g (1<i<n)

Durch Induktion: LA, y; = —— <E alkxk)

n
= |yl < @y 2 okl |2kl < gy 3 lan] < g
k=2 ~~ k#1

<1

4Das ist die Forsetzung der Verfahren ab Seite 39
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n i—1
LS. yi = —aa, ( > @ikTk — ) aikyk>
h k=1

k=i+1

n 1—1
- I’yi|<ai|< > awl o]+ X |aik|yk|> <S¢ LVolwl<q¢<1 4
) k=i+1 S—— k=1
<1, da [lz]| <1

Satz 2.34 (Ohne Beweis)
A € R™*"™ unzerlegbar und erfiille das schwache Zeilensummenkriterium, dann konvergiert das Gauf-Seidel-
Verfahren

Satz 2.35
A sei symmetrisch und positiv definit, dann konvergiert das GauB-Seidel-Verfahren.

Bemerkung: Die analoge Aussage gilt nicht fiir das Jacobi-Verfahren.

Beweis: A = L+ D + R, da A symmetrisch gilt: R = LT bzw. R' = L, M = L+ D, N = —-R, T =
M~IN=—(L+D)"'R

Sei A # 0 ein Eigenwert von T in C (7T ist nicht notwendig symmetrisch, d.h. A\ € C). Sei « € C" der
zugehorige Eigenvektor mit ||z, = 1: —(L + D) 'Rz = Az bzw. —Rax = A\Dz + ALz = A\Dz + ARz

D=A-L-R=A-R"-R = —Rr=MA—-R" —R)z+AR"2 =)z — \Rx
Setze o := (Ax,x) > 0, da A positiv definit.
0:=(Rx,x) =01 +i03 €C, §:= (Dz,z) = —0=Aa— Ao =ANa—o0)

Es gilt « — o #0,dasonst c =0 = «a =0 =0 ist Widerspruch zur positiven Definitheit.

_ 0_2 0_2 . .
d: A=—-2 —= AP = o—a=a) = (a7§$2155, daaeRa—0c=a— (o +ioz) =(a—o01)—ioy
a
a=(Ax,x) = <RTI,I> + (Dx,x) + (Rx, x)

= 04+201 — d=a— 20
(a—01)2 = (§+01)2=06%+2601 +0% =6(a —201) + 2601 + 02
= da+o}>us+o?
wobei p der kleinste Eigenwert von A ist, da A positv definit = p e R, p> 0.

n
0 = (Dzx,z) = Zaiixﬁi > min ag; Hx||§ =mina;; =:
Z:1 K2 3
2 2 2 2
+ +
— W= s T
-+ = st oit ol

dapd>1 = [N<1 = p(T)<1

2.4 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel verschiedene Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme der Form
Az =b

kennengelernt und néher betrachtet,
1. fiir A € R"*" reguldr



44 KAPITEL 2. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

2. fir A € R™*™ mit m > n (d.h. iberstimmt)

Verfahren:

1. Direkte Verfahren oder Direktloser (LR-, Cholesky, QR-Zerlegung)

2. Iterative Verfahren oder Iterativenloser (Jacobi-, Gau-Seidel-Verfahren)

Vor-/Nachteile

e Direkte Verfahren: Die Losung wird bis auf Rundungsfehler exakt berechnet. Sie sind fiir grofie
Gleichungssysteme sehr langsam (die Anzahl der arithmetischen Operationen liegen in O(n?)); es tritt
ein fill-in Problem auf, d.h. in Anwendungen ist A hiufig diinn besetzt, d.h. pro Zeile sind nur k viele
Eintrdge ungleich Null, wobei k£ unabhéngig von n, und diese Eintrdge sind unstrukturiert verteilt.
Eine typische Zeile sieht dann so aus:

Bei Zerlegungsverfahren werden Nulleintridge u.a. durch Eintrdge ungleich Null ersetzt, der Speicher-
aufwand zum Speichern von A liegt in der Regel bei O(NK) = O(N); nach der Zerlegung wichst der
Speicheraufwand bis auf O(N?)

e Iterative Verfahren: Die Losung wird nur ndhrungsweise bestimmt und die Geschwindigkeit der
Konvergenz héngt von p(T') (Spektralradius) ab.

Allerdings ist der zusiitzliche Speicheraufwand sehr klein (Gauf3-Seidel-Verfahren gar kein zusétzlicher
Speicheraufwand). Iterative Verfahren benétigen ein gutes Abbruchkriterium, i.A. gilt fiir eine beliebige
Norm ||Aa:(k) —b|| < TOL (Residuum< TOL).

Beschleunigung/Stabilisierung

Das Hauptproblem: Einfluss durch Rundungsfehler und ihre Reduzierung.

Beispiel: Die Pivotisierung bei der LR-Zerlegung. Die Kondition des Problems ist proportional zur Kondi-
tion von A: cond(A) = ||A||||[A~||. Durch Vorkonditionierung kann versucht werden, die Kondition des
Problems zu verkleinern.

Beispiel: Wihle C1, Cs reguldre Matrizen. Dann gilt:

Az =b <= C1AC,Cyle = Cib
e~ N =

=A =T :=b

mit A := CLAC,, 7 = C{lx, b:= C1bund Cy, Cs so gewihlt, dass cond(zzl) < cond(A) gilt.

1
Wir haben auch die Zeilen#quilibrierung, Cy := 1 und Cy = diag(ds,...,d,) mit d; = (Z aij|>
j=1

[

= conde(A) < condo(A) °
Mit dhnlichen Ansétzen versucht man, p(T") klein zu halten.

5cond(A) héingt von der gewihlten Norm ab, conds (A) bezieht sich auf die Kondition von A beziiglich der Maximumsnorm
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Beschleunigung durch Relaxation:

Ein Iterationsverfahren hat die Gestalt
R =b— AxF, MyF =rF, 2P =k 4 b
Statt y* zu korrigieren, wihlt man w > 0 so und setzt
ZFHL = gk gy

Das fiihrt auf das SOR-~Verfahren ©

Weitere Verfahren

Wenn A symmetrsich, positiv definit, dann ist Az =b <= Q(z) < Q(z) V z € R™ mit

Q(z) = % (Az, z) — (b, z)

Konstruiere eine Minimalfolge. Sie fithrt auf die Methode des steilsten Abstiegs und auf das konjugierte
Gradienten-Verfahren, die in der Vorlesung Numerik II betrachtet werden.

6Succesive Over Relaxation; Das SOR-Verfahren gehort zur Klasse der stationiren iterativen Verfahren (von einer [beliebi-
gen] Startlosung schrittweise Ndherung an die echte Losung mit immer der selben Verfahrensvorschrift).
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Kapitel 3
Nullstellensuche

Problem:
f:R" — R" gegeben

A: Gesucht: ein z* € R” mit f(z*) =0

B: Gesucht: alle (grofites, kleinstes,usw.) * € R™ mit f(z*) =0

Beispiel:

f(z) = Az — b, A € R™*" (siehe Kap. 2)

f(x) = ax? + bx + ¢ Alle Nullstellen explizit berechenbar
f(x) = cos(x) Gesucht z* € [1,2], 2" = §

Wir beschéftigen uns im wesentlichen mit Verfahren zur Losung vom Problem A fiir n = 1 und
f:la,b] — R
glatt.

Wir nehmen an, dass es ein z* € [a,b] gibt mit f(z*) = 0, etwa f € C%a,b) und f(a)f(b) < 0. Alle
Verfahren konstruieren eine Folge (gc(k)) mit (¥ — z* f(2*) = 0. Direkte Verfahren existieren nur
in Spezialfillen.

keN

Bemerkung: Selbst bei sehr glatten Funktionen f € C° kann die Nullstellenbestimmung sehr schlecht
konditioniert sein. Ist f € C%(I) mit f(z*) = 0 und g € C?(I) Stérung von f mit g(z*) # 0.

F(z):= f(z) +eg(x), le| < 1 mit F(z*+6) =0
g(z*) eg(z™

= 0= PG Y TN
und = Gleichheit in erster Ndhrung)

3 fiir |e| hinreichend klein (e ist Stérung, ¢ ist Storung der Nullstelle

g(z*)
f(=*)

ist unabhéngig von € und kann sehr grof sein.

Beispiel: (von Wilkinson 60er, the perifidious polynomiel)

20
T) = T — at die Nullstellen ™ =1,...,20 und es gilt
flx) I1¢ k) hat die Nullstell =1 20 und il
k=1
20
f(x):H(w—k):xzo—QIOxlg—l—...
k=1

47
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Sei g(z) = 2?°, d.h. Stérung des hichsten Koeffizients. F(z) = (1 +¢)2?° — 21029 + ..., F(2+§) =0

20 20
400 — || 22 ~ |a| 10°

= [0] = [e]

Veréindert man den Koeffizient von x!? von -210 zu —(210 + 2723), so veriindert sich das Nullstellenpaar
16,17 zum konjugierten komplexen Paar 16.73... +42.8112 € C\R

3.1 Verfahren in einer Raumdimension

a) Intervallschachtelung

Voraussetzungen: f € C%(a,b), f(a)f(b) <0, a<b

Verfahren: ag = a,bp = b. Firn=0,...,N: 2™ = L(an + by).

Falls f(a,)f(z(™) = 0 dann Abbruch.
Falls f(an)f(ac(”)) <0 = apy1 = ap; bpyy =™

Falls f(an)f(z™) >0 = apy1:=a™; by := b,

Satz 3.1
Seien (an),cn> (bn)pens (x(”))n ¢y durch das Intervallschachtelungsverfahren dfiniert, dann gilt

lim ap,= lim b, = lim 2™ =z* mit f(z*) =0

Es gilt: [z — z*| < 27" |p — g

Beweis: Es gilt (a,),,cy monoton wachsend und (by,),,c; monoton fallend und
0<by,—a,=2""0b-a), a, < b,a <b,

= (an)pens (bn),cy konvergieren und  lim a, = lim b, =: z*

n — oo n —— o0

Da feC%: f(z*)= lim flap) = lim f(by)

Nach Konstruktion: f(ay)f(b,) <0

= f(T*)Q - h‘H}l = lim (f(an)f(bn)) <0 = f(z*)=0

Da a* € (:L'(”>,bn) oder z* € (an,x(”))

— |J;(”) — J*| < min{‘:l;(”) — b”} , |:L'(”> — a,,,,|} = % by, —an| <2777 1(b—a) -

Bemerkung: Das Verfahren ist sehr robust aber auch sehr langsam (ca. 3 Schritte, um eine Dezimalzahlstelle
Genauigkeit zu gewinnen).

Aufwand: Eine Auswertung von f pro Schritt: Das Verfahren wird in der Regel eingesetzt, um eine Nullstelle
grob zu lokalisieren, damit ein effizienteres Verfahren den Rest ausrechnet.
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b) Newton Verfahren

Idee: Sei z(F) eine gegebene Approximation von z*, d.h. h = z* — () = 0 ist klein. Dann gilt:
(Taylorreihe)

0= f&") = F® + 1) = F(a) + O+ 3 (©n?

unter Vernachlissigung des Terms (zweiter Ordung h?)

Man kann nach h auflésen:

_ [
f1(@®)
z(*) . I
Daher sollte z(+1) = 2k & p = g+ — % eine bessere Approximierung von z* errechnen.

Verfahren: #(°) gegeben. Setze

*)
L) o _ FE)
fr(z®)

Aufwand: Eine Auswertung von f und f’ pro Schritt, d.h. f € C! und f’ muss bekannt sein.
Geometrische Interpretation

Sei I(x) die Linearisierung von f an der Stelle ), d.h. I(z®)) = f(z®), I"(z®) = f'(z*)) und
l(x) =ax+b

— (Taylor) I(x) = f(2) + f/(29)(x - V)

Statt Nullstellen von f zu suchen, sei (") Nullstelle von [
0= J(@) + /(@) (@D — 1)

Daraus das Newton Verfahren.

Abbildung 3.1: Newton Verfahren, Beispiel 1

Mit der Anschaung von Abbildung 3.1 ist es klar, wie das Newton Verfahren funktioniert. Allerdings
fillt es sofort auf, dass das Newton Verfahren nicht fiir alle Startwerte () funktioniert.

In Abbildung 3.2 gehen die Tangenten viel zu weit weg voneinander, so dass gilt ’x(k)’ — 00

In Abbildung 3.3 ist es iiberhaupt nicht klar, welche der beiden Nullstellen gefunden wird.
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W

f(x) 1(x)
/

X (€] X

Abbildung 3.2: Newton Verfahren, Beispiel 2

y
f(x)
1(x)
1
|
|
|
| xD /1%
N2
O | x@ X
I

Abbildung 3.3: Newton Verfahren, Beispiel 3

Satz 3.2 (Konvergenz des Newton-Verfahrens)
Sei f € C?(a,b) und es es existiere z* € (a,b) mit f(x*) = 0. Sei m := r<nir<1b |f'(x)| > 0 (Hauptanforderung)

M = " .
und Jnax, |f" ()]

Sei p > 0 so gewshlt, dass B, := {z | [z —2*| <p} C [a,b] und ¢ := 2Lp < 1. Dann konvergiert das
Newton-Verfahren fiir jeden Startwert 2(*) € B,.

Es gilt die a-priori Fehlerschranke:

(a) |&®) — o~

< M) g
— 2m

< 2ﬁmq2k
Und fiir die a-posteriori Schranke
(0) |20 — 2| < L[ f@®] < L |5 — 5D

Bemerkung: Aus dem Mittelwertsatz folgt
(LW p© 2 mV ey € labh oty — |o-yl < LIf@) - )]
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= z* ist die einzige Nullstelle in [a,b] und z* ist einfache Nullstelle, d.h. f(z*) = 0 und f'(z) # 0.

Beweis: Mit Hilfe vom Satz 1.33 (Taylor)

(1) f(z) = f(x) + f'(2)(y — ) + R(y, z) mit

R(y,x) Z/f”(é)(y—é‘)d£= (y—w)Q/f”(ers(y—x))(l—s)ds
x 0

1
(2) [R(y.2)| < |y — > M [(a—s)ds = L |y — z|”
0

D(z) :=x — f,((“;)) fir x € B,(a*)

— 0o@) -] = |@-2") - 45| = |- @) - @ - 2)f@)
& . s oy 2 A2 N
(L ‘ A R(x ,x)’ = ey R, 0)| < ko — a2t AL

= fiir z € B,(z") :
®(x) —2*| < Miz—2*?, daxe By(z*)

< gepP=qp<p dag<l
= 2 € B,(z*) falls (¥ € B,(z*)
Sei p*) = % ‘m(k) — x*|, so gilt

PO = B0 (a0N) o] < B (L]

= (V)<< (p<o>)2’°

)

k)_(E*

.
2)2

< oW <3 (1) = 5 (0 o

= |al

2m (M)Zk = 2mg?”

(x(o) € By(a*)) M \2m M

IN

—> A-priori Abschéitzung und ¢ < 1 und q(2k) — 0 = R 5 g
Fiir die A-posteriori Abschiitzung benutzen wir nochmal (1)

flz+=D)f ((x(k) - x(kfl)) f(xF=R(z®) | x(k=1)

)
R(z®, kk=1)) da gk = gk=1) — ,{/((THD))

fa®)

= [o® =] < [fEW - f@)] = 5 fE)], da f@) =0

= LR(®, k1) < Mg _ g1

o1
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Bemerkung: Falls (%) € B,(z*), so konvergiert das Newton-Verfahren sehr schnell. Sei zum Beispiel ¢ =

1
2
so gilt nach 10 Iterationen ‘x(o) -z < Qqu1024 ~ %"w‘gog’

beim ISV it dem selben Startwert:

b—a|=p=q32 = wobei ¢ =1 gilt. und so viele Schritte
’x(lo) — ¥l = 2—11 |b _ 1‘ — 2112ﬁm2_10 ~ 10—11%

Offene Fragen

1. Wie kann p effektiv bestimmt werden? Wie ist die Lokalisierung von x*?
2. Kann die Berechnung von f’ umgegangen werden
3. Wass passiert falls f'(z*) = 0, d.h 2* mehrfache Nullstelle?

4. Gibt es noch schnellere Verfahren?

Folgerung 3.3
Fir f € C?*(R) existiert fiir jede einfache Nullstelle z* eine Umgebung U um den Wert z*, so dass das
Newton-Verfahren fiir alle z(°) € U konvergiert und |2*) — 2*| < ¢ fir g < 1.

Beweis: z.z.: es existiert eine Umgebung U von z* mit m := mig |f'(z)| > 0 (dann wéhle a, b mit [a,b] C U,
e

z* € [a,b] und wende den Satz 3.2 an, so dass ein U existiert, da f € CC°(R) und f/(z*) #0

¢) Kombination von Newton und ISV!

Idee: ISV einsetzen, um ausreichend nah an einer Nullstelle * zu kommen, so dass das newton-
Verfahren schnell konvergiert.

Verfahren: Voraussetzungen: a < b gegeben mit f(a)f(b) <0

Setze  := %(a+b)a a:av b:bv fOZf(‘r)a fa:f(a)

Solange |fo| > TOL

Falls f,fo < 0 dann b = z sonst (@=2z; fo=fo)
r=x— 4%
f'(@)
fi=f()
Falls (|fi| > |fo oder ¢ (a,b)) dann
o= b=b o =3(a+b). fi = ()
fo=h

1Das ist die Fortsetzung der Verfahren ab Seite 48
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d) Sekantenverfahren
Der Nachteil des Newton-Verfahrens ist die Auswertung von f’.

Idee:
fa®) — fa*D)

1 (R)Y
Fi @) 2 F) — p(h—1)

Verfahren:

fl@®) = f(zk=1)

204D — g0 — ¢ (xw))
Geometrische Interpretation:
Die Sekante an f durch die Punkte z(®), z(*=1) ist gegeben durch

y—f@®) _ f®) - fa®)

x — xk) pk=1) _ 2 (k)

wobei y die Geradengleichung durch die Punkte (x(k_l), f(x(k_l))) , (x(k), f(x(k))) ist.

— = flaF=D) — f(z®) (x_x(k)) +f(w(k))]

xk=1) — x(k)

Dann z(*+1) als Nullstelle der Sekante wihlen.

Abbildung 3.4: Sekantenverfahren, geometrische Interpretation

Bemerkung: Das Verfahren erfordert 2 Startwerte (%), (1) (siehe Abb. 3.4). Das Verfahren erfordert
keine Auswertung von f pro Iterationschritt (speichern von f(z(*=1))

Satz 3.4 (Konvergenz des Sekantenverfahrens)

Sei f € C%(a,b) mit 2* € (a,b), f(2*) = 0undm = min |f'(z)] >0, M := max |f"(z)]. Seiq:= z5p <1
fiir p > 0. Sei z(0, 2 € B,(a*), 2@ # 2 S o

Sei (x(k))keN definiert durch das Sekantenverfahren, dann gilt %) € B,(z*) und 2¥) — 2* fir k — oo

(a) A-priori Fehlerschranke ’:E(k) — x*| < Qﬁq“’k, wobei (Vi) ey die Folge der Fibonacci-Zahlen, d.h. vy =
=1 e =k k-1
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(b) A-posteriori Fehlerschranke:

’xac) et ’f(xac))’ <M ‘x(m _ x(H)‘ . ‘x(m _ kD)
m 2m

Folgerung 3.5 (Konvergenz des Sekantenverfahrens)
Fiir f € C?(R) existiert eine Umgebung U um jede einfache Nullstelle, so dass z*) — z* fiir (0, (D € U
und es gilt |x(k) — m*| < %‘Ejak mit ¢ > 1 und a = %(1 +/5) =~ 1.618

Beweis: (vgl. Folgerung 3.3). Mit der A-priori-Abschiitzung von Satz 3.4 ist noch zu Zeigen ¢ < &O‘k, g<1
geeignet.

Ansatz: v, = \¥ mit A > 0. Aus v, — Yo—1 — Tn—2 = 0 folgt

1
MM —A=1)=0 <= MN-A-1=0 = >\1/2:§(1i\/5)
D.h. die allgemeine Losung der Differenzengleichung ~,, — v,,—1 — Y52 = 0 ist
Yo = cl)\]f + 62)\]5

fiir ¢1,c0 € R

Day=m=1 = ¢ = %, co = f%. Also v, = + (/\]f'H - Ag”). Da |A2| < |A1]| und fiir & grof genug
gilt
Q< q%(w, dag<1
k
— ) (@=M\) |

Beweis: (Satz 3.4) (Ahnlich wie Satz 3.2)

(i) o=yl < 5 |f (@) = f)| ¥ 2,y € By(a¥)

Taylor )
< |z—y|%Vx,y,zeBp(m*)

(i) [t s@-se)

O(z,y) = — f(x)7=2 z,y € B,(z")

r—z

o el lemyle—at] | f@)=f@) _ f@)=f@)
= |®(,y) — ™| = T rr | T ey =y

= [®(z,y) — 2| < 5 lo -2ty -2 <p
= 2+ ¢ B, (2*) falls (0, 2 € B, (x*)
Mit p*) = % |£L‘(k) - x*| — kD) < pk) < g

— A-priori Abschétzung.

zu b) |2 — 2| L L |7 z M) g (51| |g®) _ g-D)].

Weitere Details siche Ubungsbliitter o
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Zusammenfassung

< (b;“) (%)k bei einer Funktionsauswertung fiir k) pk+1)

ISV: ‘x(k) —z*

Newton-Verfahren: |1'(k) - x*| < %qﬁ bei einer Funktionsauswertung und einer Funktionsauswertung der
Ableitung.

< %Zjlmsk, (¢ < 1) bei einer Funktionsauswertung.

Sekanten-Verfahren: |:r(”“) —x*

Annahme: Die Auswertung von f’ ist ungefihr so aufwindig wie die Auswertung von f, d.h. das Newton-
Verfahren hat doppelten Aufwand.

Def. 2(®) .= 2% hei ISV bzw. beim Sekanten-Verfahren =—> der Aufwand um aus z(*) den Wert z(F+1) zu
berechnen erfordert zwei Funktionsauswertungen.

ISV: |20) — 7| < (2 (1)

Sekanten — Verfahren : |2(®) — z*

IANIAN A
S

D.h. bei gleichen Aufwand konvergiert das Sekanten-Verfahren schneller als das Newton- oder ISV-Verfahren.
Auch wenn das Sekanten-Verfahren schneller konvergiert als die anderen 2, sollte man es ganz gezielt anwen-
den, weil das Sekanten-Verfahren nicht immer die beste Losung ist.

Problem beim Sekanten-Verfahren

Fehleranalyse wurde bisher ohne Beriicksichtigung von Rundungsfehlern gemacht. Seien z(*), z(*=1) sehr
nah an z*, dann liegen auch f(z®)), f(z*~1) nahe zusammen und haben bei dem selben Vorzeichen
Schwierigkeiten eine richtige Differenz f(z®*)) — f(2(*=1)) zu bilden, weil es Aufléschungen auftretten.

Einschub: Konvergenz von Iterationsverfahren

Allgemein: 251 = @ (%), 2*=9)) 5 > 0 fest (1)

Startwerte: (@, ..., 20, &: X9 — X, X ist die Iterationsvorschrift in einem Banach-Raum X.

Definition 3.6
Das Iterationsverfahren (1) konvergiert total gegen x* € X, falls es eine Umgebung U
von x* gibt, so dass fiir alle 2, ... 2D e U: 2% — 2% (k — o0)
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Definition 3.7 (Konvergenzordnung)
Sei X ein Banach-Raum und (x('“))keN Folge in X, die gegen ein x* € X konvergiert. Die
Folge hat mindestens die Konvergenzordnung p > 1 falls

“x(kJrl) _ ‘T*H

lim sup =c

Fmoo 2@ — 2P
mit c <1 firp=1undc < oo firp>1.

Die Ordnung ist genau p, falls ¢ # 0. Der Fall p =1 wird als lineare Konvergenz bezeich-
net und falls fir e p > 1 gilt:

||Z)’J(k+1) — x*

I

so spricht man von super linearer Konvergenz.

Beispiel: Das Newton-Verfahren konvergiert quadratisch (p = 2), da |x(k+1) — x*| <c- |x(k) — 2|

Das ISV Verfahren konvergiert linear, da ‘x(k“'l) —z* < % }m(k) —z*

Satz 3.8
Sei I =[a,b], ®: 1 — I, ® € CP(I)

2@ e 1, ) = §(z®)), k>0 mit 2*) — z* mit 2* = d(a*)
(i) p=1, 2% — 2* mind. linear <= |®'(z*)| < 1

(i) p>2, ¥ — 2* mind. mit der Ordnung p <= ®W(z*) =0, (1<v<p-—1)

Beweis: (i) Siehe den Banachschen Fixpunktsatz.

(ii) “=" Annahme: 3 j < p mit ®U)(z*) # 0 (j soll minimal sein).

W) (7 v 2(B) g
- 1(1) ) (20 — 27)" 4 B@)(&,)! i L
mit & zwischen z(*) und z*
@ j 2 —j—1
— D) _ g = %gx) (x(k) — x*)] g (x(k) — IE*) Z a, (x(k) _ [1“*) J
v<j+1
::b

Fiir k grof: [b| > 1, da ¥ — 2* und a, unabhéingig von k beschréinkt.

L)

CDa 2®) 5 2* mit Ordnung p, oo > ¢ > ‘WT

— o | 2 e -

i |29 @)
j!

2%' |2 (2*) 7P

e — g

— oo ist Widerspruch zur Annahme (mit j — p < 0)

13 2
=
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p—1 V(% v P
g — g = % ‘I’iif) (2™ —2%)" + % (2® — 2%)?
v=1
_ % (z® —2%)", da dW(2*) =0 (1 < v <p
|x(’<‘+1>—x*\

. _%!cp(p)(gk) — %!cp(p)(l.*) (k — o0)

|x(k>7$*

—

da &, zwischen z*) und 2* und 2¥) — 2* (k — o0) |

e) Verfahren héher Ordnung (p = 3)?

1. Idee: Linear Kombination von 2 Verfahren zweiter Ordnung. Seien ®y, ®; Iterationsverfahren, die
quadratisch konvergieren.

O (x) = (1 —s5)Po(x) + 5Py (x)
= P (z*) = (1 —5)Po(x*) + sP1(z*) = 0, da nach Satz 3.7 Pp(x*) =0, Ij(z*) =0

Wihle s so, dass [[(z*) =0 = &, konvergiert mit 3. Ordnung nach Satz 3.7 (Beispiel: siche
Ubungsblatt).

Idee mit dem Newton-Verfahren

Ba) = v-fiy; J@) =0 = @) =a7, f(27) £0
0

7
O(z) = 1-LTDLOI@ _ 11 0=0da f(a*) =

—> mit Satz 3.7 konvergiert das Newton-Verfahren quadratisch.i

2. Idee: ®(z) = z — g(z)f(z) — h(z)f(x)* mit g(x) # 0, h(z) # 0 in einer Umgebung von z*.
O(z*)=2* <= f(z*)=0

Bestimme g, h, so dass ®'(z*) = ®"(z*) =0

Sei z* einfache Nullstelle. ®'(z) = 1 — f/(z)g(z) — f(2)g'(x) — 2f(z)f'(x)h(z) — W (z)f?(z) =
L fat)ga) = 0.

o (z*) =0T ELS?
Wiéhle g(z) = f,%m)
(@) = —f(@) (g (@) +h(@)f@) +2h@)f' (@) = @) () = (9@)f' (@), ¢"(@) = 75
—

—_— (D’/(x) — J;///((f))*Qh(x*)f/(x*)QZO

Wihle: h(fE) = 2f’%17)2 J}/((;)) = 2];’((;:;))3

2Das ist die Fortsetzung der Verfahren ab Seite 52
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Folgerung 3.9

Das Verfahren

S 1f@)? (@)
frx) 2 fl(x)?

konvergiert mit dritter (3) Ordnung in einer Umgebung einer einfachen Nullstelle z* von f.

O(z)x

f) Newton-Verfahren fiir mehrfache Nullstellen?®

Definition 3.10
Sei f € C™(I) (n > 1) hat eine Nullstelle z* der Ordnung (n—1) bzw. der Vielfachheit
n gdw. fP(2x*) =0, 0<v<n—1und f™(z*) #£0.

Satz 3.11

Sei f € C"(a,b), n> 1 und z* € (a,b) eine einfache Nullstelle von f und f*)(z) #0 (z #2*) 0< k <n
und f(*+tV(z) # 0 fiir € (a,b). Dann existiert eine Umgebung von z*, so dass der Newton-Verfahren
mindestens linear konvergiert.

Beweis:

_ f=) *
b@)={ T T@ T

r=ux*

Behauptung: ® € C(a,b) und |®(x)| < 1. Zusammen mit Satz 3.8 folgt die Behauptung des Satzes.

"Hosnit: n—1)
; ) — e T f(x) L'Hospital o S () _ x 0 ok
i llinﬁ O(x)=ux N hmw* e = = hmm* @) =t ey =2
rAETT

—f (@) =f(2)f (= z)f (z *
¥(2) = HLQA@IE@ _ Sl g

lim ®(z)=1-21 = |®'(2*)| < L. Der Beweis geht mit Taylor.

r — T*

f® () = f (5,,)%, p=0,1,2 mit §, zwischen x und z*, d.h. lim §, =z~ (p=0,1,2)

1. Fall: Die Vielfachheit.

Dann ist ®'(z) =1— 1

n

Wéhletba(x):x—af,((?), acRfest = P (z")=1-2=0 <= a=n

0O

Folgerung 3.12
Sei f € C""Y(a,b), n > 1 und z* eine einfache Nullstelle, dann konvergiert das Verfahren

(k)
LD k) f(@™)

(&™)

quadratisch gegen x*.

3Das ist die Fortsetzung der Verfahren ab Seite 57
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2. Fall: Die genaue Ordnung der Nullstelle ist nicht bekannt. Ansatz: F(z) = {,(9;)). Dann gilt F(z*) =0

(vgl. Satz 3.11) und F'(z) — L (z — 2*) = 2~ ist eine einfache Nullstelle.

Folgerung 3.13
Das Verfahren

LD (k) fa®) f! (z)? _ ) _ F(z®)
Fa®)(f'(x®))2 — fr(zk)) f(z®) Fr(zk))

konvergiert lokal quadratisch gegen z*

3.2 Nullstellen bei Polynomen

Gegeben: p(z) = a 2" + - +ayx +ag = Y apa”
k=0

Gesucht: z* € R (oder z* € C) mit p(z*) =0

dn—rx® in der Literatur ohne Einschrinkung ag # 0 (sonst ist z* = 0 eine

M=

Bemerkung: Hiufig p(z) =
Nullstelle)

k

0

Definition 3.14

p heifit Polynom n-ten Grades, falls a,, # 0. Die Menge aller Polynome hdchstens von
Grad n ist P,, dimP, = n + 1 und {1,z,2% ...,2"} ist eine Basis von P, (Basis der
Monome)

Satz 3.15 (Fundamentalsatz der Algebra)
Ein Polynom n-ten Grades hat genau n Nullstellen iiber C, wenn x* eine Vielfachheit ¢ hat, dann wird x*g
Mal gezéihlt. Daher hat p die Gestalt p(x) = [/, (z — z;), wobei z1, ..., z, die Nullstellen von p sind.

Sind z; € C\R, dann ist auch z; € C\R eine Nullstelle von p. Die beiden Faktoren

(x—2z)(x — %) = 2> + bz + ¢, bi,c; €ER

Zni+1s- - -5 2n komplexe Nulstellen, dann
n no
p(x) = H(m —z) = 1_[(952 +a;x+b;), ng=n-—ny
i=1 k=1

Auswertung von Polynomen (Horner-Schema)

Sei x, € R fest. Zur Effizienzsteigerung und Verringerung von Rundungsfehlern wird p(zg) ausgewertet in
der Form:

p(xo):a0+x0(a1 +£L’0(a2—|—1‘0(-~~x0an)...)...)

Dies wird als einfaches Horner-Schema bezeichnet.
Algorithmus:
a=a, (=:a)

i=n—1,...,0: a=a;+axg (=:a})
Dann ist a = a = p(zo)
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Folgerung 3.16
Das einfache Horner-Schema liefert die Entwicklung p(z) = af, + (z — o) (af + abz + -+ + al, 2"~ ') mit
al, = a, und aj, = a +aj,_ 2" (k=0,...,n—1)

n—1

Es gilt: p/(xo) = a} + abxo + -+ - + al,z;

n

Beweis: Taylor: p(z) = p(xo) + Z w = p(xo) + (z — 20)q(x)

n
Ansatz: q(z) =d), +adbx + -+ a1 = a, k1
1 2 n k
k=1

n o n
Damit: p(zo) + (z — ) > afab~ 1 = Z apx®
k=0

gdw. p(zg) + Z akl — 29 Z ak+1:L Z apak
k=1

Koeffizienten: a), = aj, — voaj, (k=1,...,n—1)

VA
k=mn:a, = ay
kE=0:p(xo) — 2001 = a9 = aj — xoa} = ag

— k=n:a, =a,, 0<k<n-1: a, —xpa,_, = a,. Nach Def. ist a) gegeben.
n 1 k k+1 | 868

Der Wert von p/(z0) 1Bt sich wieder mit dem einfachen Horner-Schema fiir ¢(z) = a} + ahz + - -+ +al 2" L.

auswerten.

Liefert a7 = a; +aj 120 (j =n—1,...,1), a; = a;, mit
p(z) = a{)” + (:,E —xzp)al + (z — ) (a2 +a3x) —|— - +allz" 2 mit ip(x) = af + afzo + -+ +alzg 2 (analog
zu Folgerung 3.16)
Durch wiederholtes Auswerten entsteht das vollstindige Honer-Schema
p(x) = ay + (z — zo)ay + (x — xo)?ay’ + - + "™ (& — xo)"
mit a(k+1) “‘)k(zo)
Algorithmus:
Gegeben: Vektor a = (ag,...,an), m<n
k=0,....,m
l:n—l,...,k[al :al+1‘0al+1]
[0 1 m

Dann ist a = (p( )0(,%), 2 )1(!%), ey 2 n)@(!m()))
Newton-Verfahren mit Horner-Schema: m =1 —

x(k+1) _ x(k) _ p(l’(k))

(k)

Satz 3.17
Sei p en Polynom mit n reellen Nullstellen z; > 2z > ... > 2, und (¥ > z;, dann ist (m(k))keN monoton

fallend und z(®) — 2
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Beweis: Siehe Ubungsblitter

Satz 3.18 Schranke fiir Nullstelle

n—1
Sei p(z*) = 0, ohne Einschriankung ag # 0, a, = 1. Dann gilt: 0 < |2*| < min{A, B,C}, A= > l|axl,
k=0
B=14 max |ag|, c=2 max |ak|%71C
0<k<n—1 0<k<n—1

Daay #0 = |z*] >0undda B >1 = |[|z*| < B fiir |z*] < 1. Sei |z*| > 1. Es gilt:

* | *n__n—l *\k <n—1 x|k =1
I = = 2 e < S e (=)

z.z: |z*| < A, [z < B, |z*| < C

Satz 3.19 (A-posteriori Abschitzung)
Sei p € P,, grad(p) = n und z1,..., 2, € C die Nullstellen von p und a # 0, a,, = 1 (d.h. p ist normiert).
Sei z* die Ndhrung einer Nullstelle, d.h. |p(z*)| < €. So gibt es mindestens eine Nullstelle 2y, so dass fiir den
relativen Fehler gilt:

2" —2| _ [ €

[zl 7V laol

n

Beweis: p(z) = k];ll(x —z1), p(0) = ag

= ag=p0)=(=D)" Il z» = |p)| = I [z — z[, laol = TI |zl
c= k=1 k=1

k=1
. [ A 5
Annahme: V k€ {1,...,n}: o > e
Voraussetzung n n
- £ > & Ip(z")| =TI |2* — 2] > (/= _ e
al al = LT faol )= Taul

Widerspruch zur Annahme!

g) Deflation*

p(x)

Ist eine Nullstelle z,, von p berechnet, so ist p(z) = (x — 2, )g(2) mit grad(q) = n—1 und ¢(z) =

Weitere Nullstellen durch das Newton-Verfahren angewandet auf ¢

(k1) — (k) _ a@™) k) p(™))
T = T "(z®) = ) RO)
q (z(B) —z,) P(k()w ) (z;c()z )
2Bz (@(F)—zp)2
= gk _ pe®)
H(p(k)y_ p@ "))
p(@’ ) 2R

D.h. das Verfahren kann benutzt werden, ohne ¢ zu bestimmen.
Problem: Fehler, falls z,, nur approximativ bekannt.

Ist 2} eine Approximation, dann erhalten wir eine Division mit Rest: p(z) = (x — z%,)q(x) + r(z).
Daher () verwenden, um Startwert fiir Newton-Iteration angewandet auf p zu erhalaten.

4Das ist die Fortsetzung der Verfahren ab Seite 58
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h) Verfahren von Barrstow

Idee: quadratischen Faktor h(x) = x? + bz + ¢ direkt abspalten.

Division mit Rest: p(z) = h(x)q(z) + r1(b, c)x + ra2(b,¢) mit grad(q) = n — 2. Falls b,c¢ so gewihlt
wurden, dass r1(b,¢) = r2(b,¢) =0 = die Nullstellen von h sind die Nullstellen von p, wobei die
Restfunktionen ein nicht lineares Gleichungssystem fiir 2 Unbekannten (b, ¢) erzeugen.’

3.3 Nicht lineare Gleichungssysteme

Problem: D C R™ abgeschlossen und konvex (n > 2),
fiD — R dh f(@) = (fi(@), o fal@) ' 2 €D

Gesucht: z* € D mit f(z*) =0, d.h. fi(z*)=0(=1,...,n)

Annahme: ein solches z* existiert in D.

i) Newton-Verfahren (n >2) ©

Idee: (n =2), f(x)= (f1(3017332)7f2(331,$2))T

Setze f; = /s Lk=1,...,n

Oz

fial@) - fin(@)
Df(x) = e R™"™  (Jaccobi — Matrix)
foa(@) o fan(x)

Startwert z(©) € R2. . .
Taylor: fi(z1,22) = fi(z®) + fi1(z ) (z1 — &) + fi2(@@) (@2 — 257) + Rix (21, 20) + Ria(a1, )

)T_ *

Vernachléssige R; 1, R; 2 und setze (z1,22)' ==

= 0= fi(e®) + f;1 (@) (@1 — 2\7) + fia(@®) (2o — 23

Bestimme z(!), so dass die Null angenommen wird.
Fra@®) + fra@®)as?) = fia@@)ai” + fra@@)ey” — fi(2)

Fo1 (@) 4 foo(@)al) = fo (@)l + foo (@)l — fo(2@)

(0) (0) (0)
baw. Df (@) ( ) ) = Df(@® ( o ) B ( ;igi<0>§ )
2 2

Ist det Df(z@) #£0 = 2z =20 — Df(2©)=1f(z)

5Mehr dazu im Numerik Buch vom Stér
6Das ist die Fortsetzung der Verfahren ab Seite 61
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Algorithmus:

2(0) gegeben. Fir k>0

1) Lése Df(zxO)yk) = — f(2*))

2) Setze aFt1) = g(k) 4 (k)

an. Df(a®)at+) = Df®)a® — fah)

Problem: In jedem Schritt muss ein n x n LGS gelost werden. Héufig wird D f fiir einige Schritte
festgehalten. Mit der L-R-Zerlegung kénnen diese Schritte sehr einfach geldst werden.

Satz 3.20
Sei f; € C?(R) und D f(x*) reguldr (d.h. x* einfache Nullstelle).

Dann existiert ein 7 > 0, so dass fiir alle 2(°) € B,(z*) := {2 | ||z —2*| <r} gilt: 2(® € B.(z*) und

2®) F 7% 2 mindestens quadratisch.

Beweis: Analog zum Satz 3.2
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Kapitel 4

Interpolation

Sei {®(z;,a0,...,an) | ao,...,a, € R} eine Familie von Funktionen mit z; € R, deren Elemente durch
(n + 1) Parameter ag,...,a, € R gegeben sind.

Aufgabe: Zu (xy, fr) € R?, k=0,...,n mit 2; # x; fiir i # k, finde Parameter aq, ..., a,, so dass
b(xk,a0,...,an) = fr fur k=0,...,n.

Falls @ linear von seinen Parametern abhéngig, spricht man von einem linearen Interpolationsproblem.

(zk, fr) sind zum Beispiel Messdaten oder diskrete Werte aus einem anderen numerischen Verfahren, oder

fr = f(xp) fiir eine (komplizierte) Funktion f € C° und xy,...,z, sind die Stiitzstellen, an denen f
interpoliert werden soll.

Beispiel: V C C°(R) Vektorraum und dim(V) =n + 1, ¢, ..., p, Basis von V.
(2, a9,...,an) = > appr(), etwa V =Py, on(z) = :L'kv dh. ®(x,a0,...,a,) = ) ara®
k=0 k=0
Problem: Finde ein Polynom hochstens n-ten Grades, so dass p(xy) = fr (Polynominterpolation)
Weitere wichtige Beispiele:

Trigonomerische Interpolation

k
®(z,a9,...,a,) = ag + a1e™® + a2e®® + -+ + 4, " = qg + Z ak(cos(kx) + i - sin(kx))
k=1
Exponentielle Interpolation (nicht linear)
B(2,a0,. .., 00, N0y - s An) = A % + - + a,et®

Rationale Interpolation (nicht linear)

ap+ a1z + -+ apz”
(I)(maaOa-“»an,bOa"'abm): bo—|—b1l‘++bml‘m

65
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Erweitertes Problem: Hermit-Interpolation

Es werden nicht nur Funktionswerte f; an den Stiitzstellen xj vorgeschrieben, sondern auch Werte fiir die
Ableitung von .

N

Beispiel: p(z) = Y. apz® mit p(ay) = fr, p'(x1) = dy fiir gegebene (z, fr,d) € R (k=0,...,n), etwa
k=0

N=2n+1)-1

Spline-Interpolation

Sei g € N fest.

Gesucht: & € C? mit ®(xx) = fi, d.h. q>|[ € Pyt1, d.h. @ ist stiicksweise polynomial.
Th Tl

]

Abbildung 4.1: Spline-Interpolation
Abbildung 4.1 zeigt das Problem, denn ® ¢ C.
4.1 Polynominterpolation

Gegeben: (zq, fo),-- -, (Tn, fn) € RZ mit 2 # z; (k # 1)
Gesucht: p € Py mit p(x;) = f; (i =0,...,n) mit N minimal.

Beispiel: (Qjo,fo) = (0,0)7 (l‘l,fl) = (1, 1)

Abbildung 4.2: Polynominterpolation, Beispiel 1

Abbildung 4.2 verdeutlich das Beispiel, denn p(z) = 2 erfiillt das Interpolationsproblem fiir alle N > 1.
Gesuchtes Polynom ist dann: p(z) =z
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Satz 4.1
Es existiert genau ein p € P, mit p(x;) = f; (i =0,...,n)

Beweis: Sei ¢y, ..., v, eine Basis von P, dann ist das Interpolationsproblem &quivalent dazu, einen Vektor
a = (ag,...,a,)" zu finden, welcher das LGS Aa = f 16st mit A = () € ROFDXHD o = o) (2;) und
f = (f07 B f’n,)T € R+

Esgilt: Aa=f <= > apar=7F
k=0

= arpr(z:) = fi

k=0
<~  p(z;) = f; mit p(z) = kz arpr(x)
c=0

Existenz und Eindeutigkeit: Es reicht zu zeigen, dass A regular ist.

n
Sei also a = (ag,...,a,)" Losung von Y arpr(x;) =0 (i=0,...,n)
k=0

= p(x) = Z arpr(x) € P, hat die (n + 1)-Nullstellen zg,...,z, = p=0 = ay=-=a, =
k=0

Also Aa=0 = a=0 = A injektiv = A regulir.

= Das Interpolationsproblem ist eindeutig lésbar

Bemerkung: Der Beweis von Satz 4.1 erlaubt es, Verfahren zur Losung des Interpolationsproblems zu
konstruieren, dazu muss man eine Basis g, ..., ¢, von P, wihlen und das (n +1) x (n+ 1) LGS Aa = f
16sen.

Wihlt man folgende Basis () = 1,¢1(2) = 2, pa(x) = 22,...,0n(x) = 2™ (also p;(x) = 2%), dann gilt

p(x) = > aypi(x) und es entsteht folgende Matrix:
i=0

¢o(wo) -+ n(z0) 1z -+ g
A= : : = = € R+ x(n+1)

o(Tn) -+ @nlTn) L ay, - ap

A heifit die Vandermondsche Matrix; sie ist sehr schlecht konditioniert und voll besetzt. Daher ist das
LGS Aa = f sehr aufwindig zu 16sen.

n
Das Interpolationspolynom > azz* heifit in Normalform. Diese Darstellung wird praktisch nicht verwen-
k=0
det. Andere Darstellungen sind iiblicher, aber das Interpolationspolynom ist immer dasselbe!

a) Lagrange-Form des Interpolationsproblems

Am einfachsten ist Aa = f zu losen, falls A =1, d.h. pr(z;) = dki (0 < k,i <n)

= gr(z;) =0firk#i = ¢p(z) =c ][ (z —z). Aus pp(zr) =1

i#k

-1

— c=[Il@-2)| = @l@)=1] 5= (k=0,....n)
i=0 i=0
itk itk
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Definition 4.2 (und Satz)
Die Polynome

n

) = [

im0 Tk T L
heiffen Lagrange-Polynome und (Ij,... %) bilden eine Basis von P, und

p(x) = Y fulp(x) ist das Interpolationsproblem zu (xo, fo), .., (Tn, fn)-
k=0

Es gilt: 17 (x;) = 0,5

Bewets: Klar, wegen Konstruktion

Bemerkung: Diese Darstellung ist fiir die Theorie sehr brauchbar. Mit dieser Konstruktion zu arbeiten ist

angenehm, weil fiir p(z) = Z fill(z) gilt: p(x;) = Z fil} (x5) = f;

Nachteil: Die Baslspolynome dndern sich bei Zunahme der Anzahl der Stiitzstellen.

b) Newton-Form des Interpolationsproblems

Wéhle eine Basis von P, so dass A eine untere A-Matrix wird

k-1
oi(z) == H(x—xj), (k=0,....,n = ¢ Py

§=0
Jn
etwa: go(z) = 1 | verwende Konvention [] a; =1 falls j, < jo
J=Jjo
pr(z) = (z—m)
pa(x) = (z—m)(z —22)
: damit ist A untere A—Matrix, da
on(zg) = O0fliri<k
Definition 4.3
k—1
N =] —ay)
7=0

heiffen Newton-Polynome und das Interpolationspolynom p(z) = > apN{(x) heifit in
k=0

Newton-Form.

ST _ J
Es gilt : ay = 5(0})(;0){0) o

— 1—¥olx1)ao) __ - —

ar = o1(x1) o xi*ﬂﬁ% o f[mo’xﬂ

a4, — J2—e(@2)ao—ei(wz)ar)

g =
w2(z2)
£2:£1 I'fl IO f[x1 2] — flxo,z1]
= 2 x12 x; &= 7$2 z0 : = f{xOth‘iL’Q]
Diese Koeffizienten werden berechnet iiber die dividierten Differenzen f[x,..., z,

(Siehe §4.3)
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Bemerkung: Diese Darstellung ist wegen der Rekursion schwer zu handhaben, deshalb wird diese meistens
programmiert, weil Computer viel besser mit Rekursion umgehen kénnen als Menschen.

4.2 Interpolation von Funktionen durch Polynome

Gegeben: Stiitzstellen xg,...,z, und f stetig

Gesucht: Interpolationspolynom zu (zo, fo), ..., (Tn, fn)

Satz 4.4 (Fehlerdarstellung)
Sei f € C"*!(a,b) und p € P,, das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen xy, ..., z, paarweise verschie-
den. Dann existiert zu jedem z € (a,b) ein &; € (a,b) mit

() f@)=pla) = o )f("“ (&) - [T @ —an)
k=0

n
Beweis: Fiir x = x; (1 =0,...,n) ist nichts zu zeigen, da f(x;) = p(z;) und J] (x — 2x) =0
k=0

Sei also x # x; : Setze
und betrachte

mit A = % € R (beachte z fest)
= P(z)=0und ®(z;) =0 (i=0,...,n)

® hat n + 2 Nullstellen. Nach dem Satz von Rolle

I

= @ hat n + 1 Nullstellen und daher ®*+1 eine Nullstelle &, € (a, b) mit
ST = fIrED(g,) = fUV(E) — (n+ 1)1

= () wird erreicht (durch Umformen)

Folgerung 4.5
Vorraussetzungen wie in 4.4

n

(i) Dann gilt ||f —p|l, < (n+1 ||f(”+1)H |lw|| o, mit w(z) = Ho(x — ;) (w heifit Knotenpolynom).
J:

(i) Sind die Ableitungen von f € C* gleichméiBig beschréinkt, d.h. || f™|| < C, C > 0 unabhiingig von
n, dann gilt: || f — pn|, — 0, wobei p, € P, ein Interpolationspolynon zu (n + 1) Stiitzstellen ist,
d.h. f kann gleichméfig durch Polynomen approximiert werden.
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Beweis: Folgt direkt aus dem Satz 4.4

Beispiel 4.6

(x(()n), J:gn), ... ,x%n)) (n € N) Folge von Stiitzstellen, p,, € P,, das zugehorige Interpolationspolynom.

(i) Es existiert eine stetige Funktion f, so dass p, /— f gleichmiifig.

(ii) Fiir jede stetige Funktion f existiert eine Folge von Stiitzstellen mit f,, — f gleichméBig.

(iii) Fir z ¢ [min{xo,...,z,}, max{zo,...,z,}] dann wichst das Knotenpolynom w(z) = [] (x — ) sehr
k=0

schnell fiir grofle n. D.h. Vorsicht bei Extraprodukt, da der Fehler sehr grofl wird.

Zu (i) Runge: f(z) = ﬁ, —5<z<5und 2 = =5+ khy,, 0 < k < n mit hy, = 10 (gleichmaBige
Stiitzstellenverteilung), py, (x,(cn)) =f (x,in))

konvergent

Nana | | anpn Y
\ v \ARSEY

-5 -3,68 3,68 5

Abbildung 4.3: Interpolation von Funktionen, Beispiel 4.6

Grund (Siehe Abbildung 4.3): f als komplexe Funktion ist nicht so schon glatt. Bei anderer Wahl der Stiitz-
stellen konvergiert p, — f

Idee: Wihle Stiitzstellen o, ..., zy, so dass ||w||,, mdglichst minimal ist.

Bemerkung: Es reicht sich das Interval [—1, 1] anzuschauen, da ein ¢ € P; mit ¢¥(a) = —1, 1 (b) = 1 und
diese Transformation éndert den Grad des Interpolationspolynoms nicht.

Definition 4.7 (Tschebyschev-Polynome)
TO<$) = 17 Tl(x) =r, ITEc [717 1]

Toii(x) = 22T, (x) — Ty (), x€[-1,1]

Tn(z) = 2T, () D.h.

Ty(x) = 22° — 1

Ty(z) = 2z(22% — 1) — 2 = 42 — 20 — v = 42 — 3z und

xz

Ty(w) = $To(z) = 2? = %, Ta(x) = {Ta(w) = 2 —

SN
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Satz 4.8
Fir z € [—1,1] gilt:
(*)  Tn(z) = cos (ncos™(z))

Weiterhin gilt:

3

m
s
0
—

—
S~—"

v}

=}

(oW
3'ﬂ>

e

[

e.

=

[=}

Q

=

E.

@

=

+

@D

)

2]

=B
<

[=}

Q

E

Beweis: Additionstheorem:
cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B)

= cos((n+1)0) = cos(nO) cos(O) — sin(nO) sin(O) und
cos((n —1)0) = cos(nO) cos(O) + sin(nO) sin(O)

= cos((n+1)0) + cos((n — 1)0) = 2 cos(nO) cos(O)
Setze © := cos~!(z) bzw z := cos(O)

= cos ((n+ 1) cos™!(z)) = 2cos(cos™(x))z — cos((n — 1) cos™(x))
d.h. F,, := cos (n cos_l(:c)) geniigt der Rekursionsformel von Definiton 4.7
Fy(x) =1, Fi(z) =cos(cos ™ (z)) =2 = F,=T, = (¥)

Die Eigenschaften (i), (ii), (iii) folgen direkt durch Einsetzen aus (x); (iv) und (v) folgen ebenfalls durch
Einsetzen aus der Rekursionsformel fiir 7,

a
Lemma 4.9 .
Sei p € P,, ein normiertes Polynom auf [—1,1]. Dann gilt: ||p|| ., = max Ip(x)| > 21" und ‘ T, =2t
—1srs (o)
Satz 4.10
Mit den Stiitzstellen x = cos (ﬂ'%) , k=1,...,n4+1 als die Nullstellen von 7,1 gilt, dass das

Knotenpolynom gerade Tn+1 ist, d.h. die Maximumsnorm des Knotenpolynoms ist.
Bemerkung: Die Nullstellen von Tn-{—l liegen dichter zusammmen an den Intervallgrenzen —1, 1.
Beweis: (Von Lemma 4.9)

Annahme: |p(z)| <2 Va2 e[-1,1]

Sei @; = cos (“Z). Nach Satz 4.8 (ii)

— To(ws) = 2" T () = (—1)121"
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= (=1)'p(zs) < [p(as)| < 277" = (=)' T (1)

= (-1) <T(J?z) —p(rz)) >0fir0<i<n

D.h. das Polynom Tn — p wechselt (n + 1)-Mal das Vorzeichen. Tn und p sind normierte Polynome

= 1, - p ein Polynom (n — 1)-tes Grades ist und das ist ein Widerspruch, da das T, — p hochstens
(n — 1) Nullstellen hat.

Bemerkung: Das Knotenpolynom w(t) = [] (t — x) ist ein normiertes Polynom (n + 1)-tes Grades und

die Stiitzstellen xq, ..., z, sind die Nullstellelzl von w.

4.3 Dividierte Differenzen

Wiederholung: Newton-Verfahren des Interpolationspolynom: p(z) = > aiNg(z) mit
k=0
1 k=0
k—1
Ne@ =0 T@-a) : k=1
j=0
Gesucht: Algorithmus zur Berechnung von ag, ..., a,

Bemerkung: Setze p,,(z) = > apNi(x) fir m <n
k=0

= pw(z;)=f; (0<j<m)mitp, €P,, da Ny € P, fiir 0 < k <m. D.h. p,, ist das Interpola-
tionspolynom in P, zu den Daten (xg, fo),. .., (Zm, fm). Daher hiingt ax nur von (zq, fo),..., (zk, f) fir
0 < k < m. Es wird daher die Schreibweise f[zo,...,z,] fiir a; benutzt.
Beachte, a,, ist der Koeffizient vor dem ™ im Polynom p,,

Definition 4.11

Seien iy, ..., i, €{0,...,n} paarweise verschieden und sei p;,. . ;. das Interpolationspolynom
zu den Daten (i, fio), - -y (@iy, fir). Mit fzig, ..., x| bezeichnen wir den Koeffizienten vor
x¥ im Polynom Dio....in

flio, .., ix] wird als dividierte Differenz der Ordnung k bezeichnet.

Satz 4.12

Die Polynome p;,.... ;. geniigen der Rekursionsformel

_ (@=2ig)Pig,...,15, (@) = (224, )Pig,...,1,

(1) Pi,....ir (x) =

.’/Eik —xio
Die dividierten Differenzen geniigen der Rekursionsformel

Flxiyses®if = fTig e sTip ]

(11) f[xio’ . ,xik] = T, — T,
f[xn} =Ty
Die dividierten Differenzen sind unabhéngig von der Reihenfolge ihrer Koeflizienten, d.h. ist x;,, ..., z;, eine
Permutation von z;,, ..., x;,, so gilt flz;,,...,z;,] = fli, .., xi,]

Bemerkung: Die dividierten Differenzen kénnen in der Form eines Tableaus geschrieben werden.
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rg a=fo|ar = flro,x1] az = flxo,x1,22] a3 = flwo,x1, 22, 23]

1 fl f[xlvxZ] f[xlax27x3]
Ty fo flze, 23]
3 f3

flan, wo, ag) = Lzzmel=flenes] Beachte £, = flog] und p(z) = 3. flzo, ..., 26| Ne(z) ist das gesuchte

T3—x1

Interpolationspolynom.

Beispiel 4.13

z|3 1 5

fl1r =3 2

Die dividierten Differenzen:
301 2= &=
1 =3]|2=...

5 2

d.h. das Interpolationspolynom ist p(xz) =1+ 2(x — 3) —

Fiige eine Stiitzstelle hinzu:

z|3 1 5 6
f ‘ 1 -3 2 4
Die dividierten Differenzen:

3 12 -3 &
1 -3|% 3
5 2 ]2

6 4

d.h. das Interpolationspolynom ist p(x) =1+ 2(x — 3) —

Beweis: Von Satz 4.12

(i) Setze R(x) als rechte Seite von (i). Zu zeigen: p;,

Notation:
Py = Dig,....in> Ph—1 = Dig,..oip_1 Ak = Piv,....ix

*,7/71

s =3)(z-1)

%(w —3)(z—1)+ %(x —=3)(xz—1)(z—5)

Dann ist
R(L) _ (l B ‘LZO)Qk(‘L) 7 (‘L B ‘/L.ik)pkfl(l')
m’ik - xio
0—(wiy—zi, ) fi
= R(zi,) = W = fio
Tiy —Tig) fiy,
R(z;,) = (jkfﬁlk = fiy
) _ (@ mmg )iy (i —za ) fi, g
R(z;) = L =f, VO<I<k
T3, —@ig

= R ist das Interpolationspolynom zu (zi,, fi,), - .- (Zi,, fi,)

= [indeutigkeit = p;,,

esin

(ii) Der Koeffizient von z* in R(z) ist

Flaiqseswiy ] = Flzig

.

Ty, —Tig

Nach Definition ist dieser Koeffizient gleich f[z;,,.

Ly = (11)

O



74 KAPITEL 4. INTERPOLATION

Satz 4.14 (Weitere Eigenschaften der dividierten Differenz)
Sei f € C%a,b), xo,...,7, € (a,b) paarweise verschieden und ¢ fest mit ¢ # x,, ¥ k = 0

(i) Wenn p das Interpolationspolynom von f an der Stiitzstellen x, ..., z, ist, so gilt:

F) = p(t) = flwo,- .,z [T (2 - 25)

Jj=0

(i) Ist f € C™(a,b) so existiert ein & € (a,b) mit flzo,...,z,] = 5 (&)

Beweis: Siehe Ubungsaufgaben

Algorithmus 4.15 (Dividierte Differenzen)

Ziel: Das ganze Tableau soll berechnet und in eine Matrix gespeichert
werden. Wenn eine weitere Stiitzstelle hinzugefiigt wird, dann reicht es die
Diagonale der dividierten Differenzen auszurechnen.

Cio ‘= f7:

Fir f=1,...,n
Fir :+=0,n—j
CU T Titj—T4

= cij = flzi, . iy
Nach Zunahme einer Stitzstelle (Z,i1, fui1)

Cn+1,0 -=— fn+1

Fir j=0,...,n+1

c o Cn4l—j,j—1—Cn—jj—1
ntl=jj - — Tn+1—"Tn+l1—j

Satz 4.16 (Auswertung des Interpolationspolynoms)
1. Fall: Die Koeffizienten ay, . . ., a, seien bekannt. Dann kann man ein Schema (&hnlich dem Horner-Schema

§3.2) benutzt werden, so dass gilt

pa) = S a Tl (x-1y)
k=0 ]:Oi;j—/

= (((---((@nYn-1 + @n-1) Yn—2 + Gn_2) ---) 1 + a1) Toao)

Algorithmus:

D= an
Fir k=n—-1,...,0
p:=p(x —xk) + an

2. Fall: Das Interpolationspolynom p soll nur an einer Stelle ausgerechnet werden ohne vorher die Koeffizi-
enten zu berechnen.
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Neville-Schema

,,,,, in € Pp das Interpolationspolynom zu (z;,, fi,) =, - ., (Ziy, fi, ). Das Neville-Schema verwendet die
Rekursion aus 4.14 (i)

ro fo=po(x) | por(x) - po1,.. .n(x)
z1  fr=pi(x) p12(x) :

Tn fn = pn(x) pn,n+1(x)
Do.1....n(x) ist gesucht, also der letzte Eintrag in der Tabelle.

Beispiel 4.17
Gegeben:
i [3] 1 ]5]6
fill[=3]2]4
Gesucht: p(0)

(i) Mit dividierten Differenzen erhilt man

3 7
pa)=1+2(x=3) - 2(@=3)(z - 1)+ 5z = 3)(z — 1)(z = 5)
Mit dem Hornel;—Schema: 5
p(0) = (((550~5) = §) (-1)+2) (=3) +1)
= ((3+2) (=3)+1)
= (F+)=-%
(ii) Mit dem Neville-Schema erhilt man
o fo (0-3)(=3)—(0-1)
0—3)(—3)—(0—1)1 5
R s vt B
—1)2—(0-5)(=3) _ 7
o | o _ g
5 2 | (@RS00 g
6 4
4.4 Hermite Interpolation
Gegeben: zg, ..., T, paarweise verschieden und fiir jede Stiitzstelle x; Werte ¢;; € R fiir 0 < j < k;_;. Die

Anzahl der Bedingungen ist m+1:= Ry+ R —14---+ R, d.h. es macht Sinn p € P,, zu suchen.

Satz 4.18
Es existiert genau ein p € P,,, welches die Bedingungen des Hermite Interpolationspolynoms erfiillt.

Beweis: Analog zu Satz 4.1

Satz 4.18b (Fehlerabschiitzung fiir Hermite Interpolation)

Essei f € CN*l(a,b) und a <29 < ... < 2y, < b. Mit mo,...,mp €{1,..., N+ 1} undn+1= 3 m;
=0
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Sei p,, € P,, das Hermite Interpolationspolynom zu den Daten

($07f(1'0)), 7(x0,f(m0)(x0))
(1?0,f<.’171)), 7(x1af(m1)(x1))
(o, Em))s e 0, f) )
Dann existiert fiir alle z € [a,b] ein &, € [a, b] mit
(N+1)
@) = o) = L)

wobei Q(z) = [] (z — zx)™*
k=0
Dabei ist es zu beachten, dass fiir Fehlerabschéitzung N = n gilt.

Beweis: Analog zu Satz 4.4 (vgl. Schebach-Werner)

Beispiel 4.19 (Newtonform und dividierte Differenzen)
Gesucht: p € Py mit p(xg) = coo, P'(z0) = co1, p(x1) = c10

Durch dividierte Differenzen:

x;  fi

zo  fo | flro, o] fiwo, o, 21
zo  fo | flwo,z1]

r1 fi

Nach Satz 4.14 gilt fiir ¢ € (a,b) : I € € (xo,t) mit flzo,t] = f'(§)

Ist f/ € C%a,b) so gilt:
,Hm flzo, t] = f(xo)

Daher macht es Sinn f[zg, 2] = f'(xg) zu setzen. Im Beispiel

flzo,xzo]—flxo,z1]

Zo  Coo Co1 T —
C10—Co0_ __ €01
J)O COO (wl—w0)2 xr1—xo

Wir setzen das Interpolationspolynom in der Newtonform ein.

p(x) = flwo] + flzo, zo](x — m0) + fl0, T0, 1] (x — 20)?
Dieser Ansatz la8t sich verallgemeinern zu:

p(x):Zf[zo,...,zn} (x — zj)

n k—1
k=0 =0

<.

wobel zg S = Zhy—1 = T

Zk?o = :Zko—kl—l =T

usw.
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Satz 4.20 (Rekursionsformel fiir die dividierten Differenzen)
Sei ig,...,in € {0,...,n} und 0.B.d.A z;, < z;; <--- < z;,. Dann gilt

flziys-zi = flzig, o 2ip _q ]

Zik 727;0

Zip, F Zig
f[Zio, ceey Z”C] =

%f(k)(zio) L Ziy, = Zig

Bemerkung 4.21

(i) Bei der Hermite Interpolation werden gerade die Werte vorgeschrieben, die bei den Dividierten Diffe-
renzen Tableau nicht durch die Rekursion gegeben sind.

(ii) Interpolationsprobleme, bei denen nicht fiir alle j = 0,...,k — 1 die Werte"p(j)(x) vorgeschrieben
werden, sind nicht so einfach zu lsen (vergleiche Birkoff-Interpolation in den Ubungsaufgaben).

Wiederholung
Gegeben: Daten (z9,Y0),- - -, (n,Yn), Zo,...,Z, paarweise verschieden.
Gesucht: p € P, mit p(z,) =yn, k=0,...,n

Lagrange Darstellung

p(x) = > ypli(z) und Li(z) = [] 7=L € P, mit Lj(z)) = 0u
k=0 1=0

Ik

Neville Schema

Auswertung von p an einer Stelle z

Sei pgk) = Dk.k+1,... k+i(x) das Interpolationspolynom zu (zg, yx), - - -, (x4, Yk+:). Dann gilt die Rekursions-
formel (k1) *
w _ @—ze)pisy " — (7 = whp)pisy
by =
(Tht1 — Tk)

wnd pi =y, = p(z) = pi’

Fehlerabschétzung

Ist f € C""Y(a,b) und yp = f(x) = f(z) —plx) = (nil)!f(m-l)(gl) ﬁ (x — )

k=0
4.5 Richardson Extrapolation
Gegeben: a: (0,00) — R
Gesucht: a(0) = }1}1{}) a(h)
Idee: Wihle ho, ..., h,, setze ap = a(hi) und bestimme das Interpolationspolynom zu (hg, ag), .. ., (hn, an)

und approximiere a(0) durch p(0).
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Beispiel 4.22
(i) L’Hopital Regel

. cos(z)—1 _ cos(h)—1
Berechne mhi{lo sty b a(h) = S

Setze : ho = § , ap = —6.258151-1072
hi=4 , a5 =-3.126018-102
hy =35 , ay=—1562627-10"2

= p(0)=-1.02...-1072

cos(h)—1 _ 1. —sin(h) __
sin(h) 7}{1{‘% cos(h) =0

Es ist a(0) = lim
NG
(ii) Numerische Verfahren (etwa Differenziation von f € C*)

Wiihle a(h) = LR

Ist f analytisch, so gilt die asymptotische Entwicklung, a(h) = a(0) + 3. ag;h?* mit a(0) = f/(0)

und =
fih) = fO)+ S FOOn
F(=h) = f<o>+_§ FO)(—h)i = ;f: FO©)(~1)h!

Das heift, a(h) ist eine gerade Funktion, d.h. a(h) = a(—h) und das Interpolationspolynom solle nur
h?k-Terme enthalten.

Sei f(a:) _ Sin(.’lﬁ), a(h) _ sin(h)g}slin(—h) _ sin}Eh)

ho=1% , ap=0.9973
ho =1 . ag=0.99934
ho= % , ap=0.99983

und p(0) = 0.999999926. p ist Polynom in h?, d.h. sei g das Interpolationspolynom zu (h3, ap), . .., (h2, a,)
und p(z) = g(2?)

Satz 4.23 (Extrapolationfehler)

Gelte fiir a : (0,00) — R die asymptotische Entwicklung a(h) = a(0) + 3 a;h/ + ap41(h)RI" D mit
j=1

q>0und any1(h) = ant1 +0(1), |y=0(h) <= @ — 0firh — O}

Dabei ay, ..., ap g1 € R unabhingig von h. Sei (At ),y eine monoton fallende Folge, hj, > 0 und hfl—:l <p<l1
fiir p > 0 unabhéngig von k.

Mit pglk) € P,, bezeichnen wir das Interpolationspolynom in h zu den Daten (h{,a(hg)), ..., (hf, ., a(hgin))-
Dann gilt: |a(0) — pgk)(O) = O(hz(nﬂ)) fir k — 0

Beweis: Setze z = h?, z;, = hi. In der Lagrange Darstellung ist: pgf)(z) = Z a(hy4:) L} ;(2) mit
i=0 ’
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n

Ly i(2) = T z—""*~. Mit der asymptotischen Entwicklung gilt:

=0 FRti—zgq
1#i

k n 1 n n n
P = % <a<o> + X gty + a1 zp )+ o(l )zki:> Ly ()
=

i=0

n n+1 n . n
a(0) Z:()L;fl,i(z) + Zl a; ZOLZJ(«Z)ZfLH +o(1) Z i Ly (2)
1= J= 1= 7=0

Fiir die Summen Z zkﬂ .:(0) fiir j = 0,...,n + 1 benutzt man die Fehlerabschitzung aus Satz 4.4 mit

i=0
f(z)=2", r=0,...,n+ 1 und dem Interpolationspolynom q,(f) (2, f(28))s oy (Zhpns [(Zh4n)), d.h

) (2) = éf(zkH)LZ,i(Z) baw

k O
qu )(Z) = ;JszriLk,i(O)

Bs gilt: £(0) — gt (0) = gy f4D (€) HO( — zi1)

— = & L0 = b A @) ] - £(0)

i=0 =0
-1 : r=0
0 : r=1,...,n

()" ] z6as @ r=n+1
=0

n n
= p(0) = a(0) + g (—1)" Izt + 3 o)1 L, (0)
1= i=

Es gilt:

< o] H 2 = |angr| 20T

hq(71+1) _ O(hz(7z+1))

g1 (=1)" I 2k+i

= |apg1] —

Auch gilt:

Lgl(O)) =11 L < C(p,n,q) aber unabhéngig von k

— Loz < Clona ot

< C(p,m, Q)Eii o(1)zpt!

< Clp,n,q)o(zp+) = o(n{"
= [0 -a@] =0t

Algorithmus: Zur Berechnung von pgc)(O) eignet sich das Neville Schema:

(k)
Pp21(0) — pp—1
p#(0) =pt?, (0) + L

Zk+1

(k—n) Aen—1=0k—1,n—1

Mit ag, ., = pn 0) = Akn = Qkgn—1 + — "m0 1
R -

Als Tableau mit Startwert ay,o = a(hy)
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ho oo
hi aio ai;
ha a0 G21 G22

hi aro a1 Qr2 -+ Qkk

Beispiel 4.24
Berechnung von e = lim (14 1) = lim (1+ n)w, dh. a(h) = (14 h)*

Wihle hy = 2k = a0 = a(hk) = (1 + 27}9)2]9

— _ 9 _ 625 o
— ap,0 = 2, a1,0 = 7, 02,0 = 356 = 2.44

Als Tableau:

k=0 ho=1 2
k=2 hy=7 % ?Tg %z2.67708
n=0 n=1 n=2
_ 9_
611,1:CL1,0+7(“;?O aon%%—;_f:%
b
agy = ago + 4=t = 3T

Allgemein: h’;l;” = 9~ ktntk — gn

— a2,1—-a1,1 __ 257
az2 = 21 + 221 — 96

e = 2.718281828, as s = 2.71827 mit a5 = 2.6769
Es gilt: |ago — a(0)| = 0.0053
Annahme: Aufwand zur Berechnung von a(hy) ~ ;= = 2%

= Aufwand fiir agg ist 256 und fiir asz ~ a(hg) + a(h1) + a(hz) =15

4.6 Trigonometrische Interpolation

Gegeben: (zg,y0),- - -, (Tn,yn), Tk paarweise verschieden, xy € [0,w), w > 0

Gesucht: Periodische Funktion ¢, : R — R mit Periode w, welche die Daten interpoliert. V € R :
tn(z+w) =ty(z) und t,(ag) =yi, k=0,...,n

OBdAw=2r

Die gesuchte Funktion ¢,, aus den Funktionen

1, cos(z), cos(2z), . ..
sin(z), sin(2z), . . .

zusamimensetzen.
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Suche: (ay,by) : tn(z) = %L + 3 (ay cos(kz) + by sin(kx)) + Lam41 cos((m + 1)x), wobei
k=1
0 : n gerade 5 : n gerade
0= , mo=
1 : nungerade ";1 : n ungerade
Viele Aussagen lassen sich kompakter iiber C formulieren, wobei die Eulersche Formel
e = cos(z) 4 i - sin(2)
benutzt wird.
Definition 4.25 (Trigonometrische Polynome)
n
T,:=3t: C — C|t'(z) = Z cpe’t
k=0
. n
Mit w:=e* = t*(2) = > quk
Lemma 4.26
(i) Seien (ar)72y, (br)ie, reelle Folgen. Setze by = 0, a_p = ag, b_x = by und ¢ = %(ak — 1 by) fiir
k € Z. Dann gilt:
C%o_’_z a, cos(kx) + by sin(kx)) Z cke
k=1 k=—m
(i) Sei (cx)p_,,, ¢k € C. Setze ap = ¢, +c—p, by =1 - (cx —c_x), k=0,...,m. Dann gilt:
1 m
fao + Z (ay, cos(kx) + by sin(kx)) Z cpe'®
k=1 k=—m
Beweis: Siehe Ubungsaufgaben
Voraussetzungen in diesem Abschnitt
o Aquidistante Stiitzstellen, d.h. z, = f—flk, k=0,...,n
o w(z) =e Ey(z)=e** (ke Z)
o Ui= AT € C, wy = e = eRRET = gk
Lemma 4.27
(i) (Fk)kez sind ein Orthonormalsystem, d.h. (Ej, E;) = di
(ii) wZH =1, d.h. wy,...,w, sind die (n + 1)-ten Einheitswurzel und wy, ..., w, paarweise verschieden

I _ .k l il —e _ 1
(iil) wy, = wy', Wyg1—p = Wopy Wy = Wy
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(iv) 725 S wi =6, 0<kI<n
=0

n n n+l : (n+1)]j
(v) Fiir festes j € N fest: > sin(jazg) =0, > cos(jry) =
k=0 k=0 0 : sonst

Beweis: Siehe Ubungsaufgaben

Satz 4.28 (Trigonometrische Interpolation in C)
Zu gegebenen Daten g, ..., y, € C existiert genau ein t¥, € T,, mit t* (z) = yi fir k=0,...,n.

Die Koeffizienten ¢y, sind gegeben durch:

1 & 1 <
_ —ijxe | E an—J
c’“_n+1;0y’e ' _n+1j_0ylwk

Beweis: Um die Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen, verwenden wir Satz 4.1, der auch im Komplexen
n

gezeigt werden kann. Es existiert daher ein p € P,, p(z) = Y cxa® mit ¢, € Cund p(wi) =yr (k=0,...,n)
k=0

[Interpolationspolynom zu (wo, o), - - -, (Wn, Yn )]

n ) n ) n
Mit ¢ (z) = cpet®® gilt: 7 (1)) = 3 cpe™™ = 3wl = plwy) =y,
= k=0 k=0

k=0

Um die explizite Darstellung der Koeffizienten zu zeigen, verwendet man Lemma 4.27.

n . n . n n . .
e = St = 3 (£ aul) g
j=0 =0 j=0 \i=0
n n n
= > qa (Z “{I;_k;> =Y can+1)0 = (n+1)ck
=0 \k=0 =0

n .
_ 1 P
= k= nqa Zoijk o
J=

Satz 4.29 (Trigonometrische Interpolation in R)

5 : n gerade 0 : n gerade
Fiir n € N gegeben, setze m = ,und © =
"T_l : n ungerade 1 : n ungerade
Zu gegebenen Daten vy, ..., yr € R existiert genau eine Funktion
m

to(z) =% + 3 (ay cos(kz) + by sin(kz)) + Sam1 cos((m + 1)x) mit t,(zy) = yr, k=0,....n
k=1

Fiir die Koeffizienten ay, by gilt:

2 - 2 <
ag nil ; Oyj cos(jxy), br ntl ;:0 Yj sin(jay)
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Beweis: 1. Sei t¥ das komplexe Interpolationspolynom zu (xg, %), - -, (Zn, yn). Nach Satz 2.28 gilt:

n 1 n

= E c;e?* mit ¢ = —— E yw’
; n+1+4
Jj=0 Jj=0

Cm+1 : n gerade
Setze c_p = cpy1-k, k=1,...,m,dh.c_1 =c¢p,, cco=¢Cp_1,.--,C_m =
Cm+2 : mnungerade
0 : n gerade
Setze ap = ¢ + c—g, b =i (cx —c—k), k=0,...,m und a,,41 =
2¢;m+1 ¢ moungerade

Nach dem Lemma 4.26 gilt:

ao
? + ; ay, cos(kx) + by, sin(kz)) k_z_ cke

n m
— k n k l
yu=> cuwf = 3 cquwl + Z C_k L + OCm 41wy, 4
k=0 k=0 k= W
m
= Z Ckw +90m+1wm,+1
k=—m

Fiir n ungerade gilt: m + 1 = "TH und daher

whyy = cos((m+ 1)zy) +i-sin((m + 1)z;)

= cos((m+1)x) +i-0, da (m+ 1)z = n+1ln2—:1 =l

m
== vy = Z ckwfc + @Cm+1w£n+1
k=—m
) % + 3 (ay cos(kxy) + be sin(kzy)) + Sam1 cos((m + 1))
k=1
= tn(l‘l>

2. Eindeutigkeit folgt, da das LGS, welches die Koeffiziente ay, by bestimmt, fiir jede rechte Seite yo, . . .

losbar ist. Daher ist die Matrix regulér.

3. Die explizite Darstellung folgt aus:

C—k = Cnt1— k_nilzy] Wpp1—k = TH_IZZU%

J=0 y;
Daraus folgt:
_ _ 1 - (—ijan g gy | 2 - .
ak—0k+0—k—n+1 j:Oyj (e + €77) —n+1;)ijOS(]$k)
b L[S~y (emiion —gidony | — 2 N™y sin(d
k=1 (cp +c_p) = o jz:;)yj(e eI _n—i—l;yjsm(‘]xk) 5

83

» Yn

Bemerkung: t,(x;) = t}(x;), aber im Allgemeinen ¢, (z) # ¢} (z) fir x # ; (I = 0,...,n), sogar t,(x) #

Re(t;,(x)).
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Gegeben: yg,...,y, € R

2T

Gesucht: ¢, mit t,(xg) = yg, 27 periodisch, wobei zy = k=5

n n
Im Komplexen: Es existiert genau ein tf € T,,, t%(z) = kz cpeFr cp = n%ﬂ > yje Tk
-0 k=0

Im Reellen: Es existiert genau ein t,(x) = % + > (ax cos(kx) + by sin(kx)) + © 2% cos((m + 1)x) mit

k=1
0 : n gerade 5 : n gerade
0= ., m=
1 : n ungerade -l p ungerade
2 -
ak = 737 2. Tjcos(jTk) = ck + Cnp1—k
j=0
2 ]n . . .
b = 737 2 yjsin(jar) =i (ck — Cat1-k)
j=0
0 n gerade
Am+41 =
2¢m4+1 :©  noungerade
Beispiel 4.30
n=2, xg =0, x1:§7r, 3;‘2:%71'
Es gilt: cos(z1) = cos(zs) = —3, sin(z1) = —sin(zs) =: s, 221 = x5 und 225 = z1 mod 27
Co = % (yoefio +y1e 0 + erin) = %(yo +y1 +y2)
a=1 (yoe‘io +yre 5T 4 yze‘ﬁ%“) =3y0— (1 +u2) +i- 2(y2— )
=3 (yoeﬂ'0 +yre 58T 4 y267i2%ﬂ) =3yo— s +u2) +i- 3y — 1)

Im Reellen: m=1,06=0

GOZ%(y()+yl+y2), a1=§(yo—%y1—%y2)

by =

wlot

(Y1 — y2)

Yo=0, y1=—y2 =13

Re(t3(z)) =1 — 1 (cos(z) + cos(2z)) = Re (kio ckeikz) cr€R kio cx cos(kz)

ta(z) = 1 — cos(z)

Dieses Beispiel (Abb. 4.4) bezieht sich auf die letzte Bemerkung.

Schnelle Fourier Transformation

Die Schnelle Fourier Transformation wird auch FFT (Fast Fourier Transformation) genannt.

Ziel: Effiziente Berechnung von ¢y, . .., ¢,. (ak, bx) konnen dann im zweiten Schritt schnell bestimmt werden.
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A X5(X) Re(t5(x))

15 S

X1 b X2 2

Abbildung 4.4: Beispiel 4.30

Idee: Divide and conquer-Verfahren: Das Problem der Grofle n wird in 2 dquivalente Probleme der Grofle

5 aufgeteilt und separat geldst, dann werden die beiden Losungen wieder zu einer gesammten Losung zu-

sammengefiigt. Am einfachsten ist die FFT darstellbar, falls n = 29 — 1, d.h. 29 Daten yo, . .., Yn.

Sei n ungerade, dann sei m = %51 und sei [ € {0,...,n} fest.
1 v 1 1 s I, ! 1 - ! R !
A= 37 2 YW = apg | 2 Y2iWay + D YojriWa iy | = P | > Y2y + 1 D Y2j+1Wy; mit
3=0 7=0 3=0 i=0 i=0
~ 27
W= e'nt1

3

m
Dan+1=2(m+1) folgt: ¢, = % <le_1 > ygjw;jl + uﬁ’l%
§=0

—1
yngij
7=0

Sei I3 =l modulo (m+1),dh.l; €{0,....,m}undl=X(m+1)+1; (A€N)

— —il2j 27 N2 —i- j2m . — ~_
= 1= 3An+1)+1, wy] = I = NIRRT = (144 00wyt = o =4 (¢ + fi )
(2 Operationen) wobei e, cj’ldd geraade die Koeffizienten des komplexen trigonometrischen Polynoms zu

den Daten (zg,%0),- .-, (Tn-1,Yn-1) und (zo,y1), (x2,Y3), -, (Tn—1,Yn)-
Algorithmus: Siehe néchste Seite.

Allgemein: Pro Level 2(n+1) Operationen bei log,(n) Levels = Anzahl der Operationen zur Berechnung
von ¢y, . .., ¢, betrigt 2(n + 1)logy(n) = O(nlogyn)

Satz 4.31 .
Sei n = 2m+ 1 und yo,. .., y, gegeben. t/(z) = > c;je” sei das komplexe trigonometrische Interpolations-
j=0
polynom zu (2o, Y0), - - -, (Zn, Yn)-
Sei teve™(z) = Zo c5?"e’® das Interpolationspolynom zu (2o, Yo), - - - , (T2m, Y2m) und todd(x) = ' Ocz?dde”‘”
= j=

J
zZu (1'0791), ceey ($2m7y2m+1)~
Dann gilt:
1 ) 1 . 1
t* _ = (1 z-(m-l—l):c) teven - (1 _ z~(m+1)x) 7jodd _
(¥) th(z) =5 (L +e n @)+ 5 e et

und es gilt ¢; = % (cle”e” + w*lcfdd) s Clem41l = % (cf“e” — w’lcfdd) mit [ =0,...,n und w = '™
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Algorithmus:
Stiitzstellen (Q = 3) Daten
Yo, Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Ye, Y7 ‘y07 Y, Y2, Y3, Y4, Ys, Ye, y7‘

8.2 /\

Yo, Y2, Y4, Ys Yo, Y2, Y4, Ys Y1, Y3, Ys, Y7

Yo, Ya (Y0, Ya] Y2, Yo

2'8 20p - 2 /\ 20p - 2 /\

Rechenaufwand: 0

48=(3-2-(n+1))
= tO_y07 t?:yz;, tg:yg, RN t(;:y,r

Beweis: Sei 1y, die rechte Seite von (), d.h.

<

3

|:(1+ez(m+1)$) ?ddeij(wfﬁ)}

N[ =

rn(x) =

<.
I
o

I
Nl
M

Il
=)

[Civen (6ijz + 6i(j+7n+1):c) + C?dd (eij:c o 6i(j+7n+l):c) G*ij#“]

<
S

even 1] T c? o ijx 1 & even —ij—"5 .odd ijx

> - - 5 3 g +]

(Cj + & m 7 ) e + 2 § (Cj (17L ]) 1 e m (o ( ])6 )
j=,+1

I
o

¢jet e T,

I
'Mﬁbkw\w N

<
Il
o

Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynom folgt ¢, = r,, falls r, die Interpolationsbediengung
erfiillt. Fir x; = mQ—L gilt:

1 ¢ [ gerade
e—ii(mAD)ae _ pigaig (m+Dl _ gilr _
—1 : [ ungerade
tféuen(l‘l) -0 gerade

—
*
N>

= rp(z) =

tfldd (:L‘l — mll) ;[ ungerade
teven (xy) .| gerade

todd(z; — 1) : [ ungerade
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m

Also rp(2;) = y; und damit ¢, =r, = ¢; =¢j, da {eij‘”}jzo sind linear unabhiingig (sieche Ubungsuaf-

gaben)

Da e mtt = ¢J folgt die Formel fiir ¢; aus der Definition von ¢

Satz 4.32 (Aufwand der FFT)

Sei n = 29 — 1 fiir Q > 1 und seien yo, ..., ¥y, gegeben. Mittels der FFT konnen die (n + 1)-Koeffizienten
o, - -, cp, mit O(nlogy n) komplexen Operationen berechnet werden.

Beweis: Wir bezeichnen mit R(q) die Anzahl der Operationen zur Berechnung von 29 — 1 Koeffizienten.
Behauptung: R(q) < 2¢27 Beweis folgt durch Induktion.

q=0:cy =1y, dh. R0)=0

q—1~q: R(g)=2R (¢—1) +2 (29-1)
—— ——
(:l,wn’(t?dd ﬁy7[C?d<l/ez1zfz71+Clndd/e1mn

— Rl £ 22— 12 20— 1)
< 2(qg— 1)1+ 229 = 2¢24

Dan+1=27 dh. Q=1logy(n+1), folgt R(Q) =2-(n+1)logy(n+1) = O(nlog,n)

Algorithmus:

29—1

Fir ¢ =0,...,Q sei t{(z)= czvjeij””, k=0,...,2077-1
=0

24— 1
das Interpolationspolynom zu (szQ_q,ijQ_QJrk)j:O
Nach Satz 4.31 mit m =29 —1 bzw n =291 —1 gilt:

e+l _ 1 a —i=271 g _ g—1
i = g \Cpgte CrioQ-a-1 1=0,...,2
q+1 _ o 1({a 7i%l q

Ch,i42 2\ Gk — € T Cpio0—a-1

Start der Iteration: |}, =y | (sofort lésbar)

Speicherbedarf: Fiir den Schritt ¢ — ¢ + 1 miissen Matrizen berechnet werden:

cr—( ¢ ) oqﬂz(qH
ekl )’ Ch,l

C9 e C2° X2 pyy, Crtl e €20 ke
Beide Matrizen sind von der selben Dimension: 297929 = 2@ =n 4 1 und 297979291 = 2@ = + 1
Dabher sollen die Koeffizienten CZ,l’ CZ?;l in Vektoren der Dimension n + 1 gespeichert werden.

ch, = C[29%k +1]

CZ:’ZI =: D[29M1k + 1]
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Es gilt: e 2041! = e l5E 2T W[29-49-1]), wobei der Vektor W] := e 2@', 1 =0,...,20—1

;27

Sei W :=e 2@
Firl=0,...,29°1:

C[l] =y

=0 =

Firg=0,...,Q -1

fiir k=0,...,297(¢F) —1
fiir [ =0,...,29 -1

u=C[29k + ]
¢ — q+1 v = W[2Q0-91|C[29(k + 299 1) + []
(%)

D29k +1] = $(u+v)

D29k +1+ 29 = L(u—0)

Aufwand: (x) bendtigt 3 Operationen. Anzahl der Durchldufe von (x)

n+1
2

Q209797129 = 2971 = log,(n + 1)

Daher ist der gesamte Aufwand gleich

1
3logy(n + 1)% = O(nlogyn)

Bemerkung: Der Algorithmus kann so umgeschrieben werden, dass der Vektor D nicht gebraucht wird,
und es existiert auch Varianten fiir den Fall n # 29 — 1

4.7 Spline-Interpolation

Motivation: Bei groflen Werten von n fithrt die Polynominterpolation zu stark oszillierenden Interpola-
tionspolynomen, da p, € C*(I). Das Problem tritt besonders dann auf, wenn die Stiitzstellen vorgegeben
sind. Daher verwendet man héufig polynomielle Funktionen, d.h.

Pllz;—1,x;) € Pr

mit 7 < n. Die Interpolationsbedingung p(z;) = y; fithrt zu p € CY(I), aber p ist i.a. nicht in C*°(I), sondern
p € C*(I). Die Parameter (r,q) sind geeignet zu wihlen.

pi(z) : x € (xg,x1]

pa(x) : x € (x9,x3]
P

[i—1,2i] € Pra p(x) =

po(x) : x € (Tp_1,y]
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Abbildung 4.5: Beispiel 4.33: Treppenfunktionen

p; € P, hat folgende Interpolationsbedingungen: p;(z;—1) = vi—1, pi(x;) = yvi <= p(xr) = Yk, k =
0,...,n

Notation: A = (zg,...,z,) ist eine Zerlegung von I = [a,b] mit g = a, x, =b, ;1 <z; (1 <i<n)

Mit h; := x; — x;—1 > 0 bezeichnen wir die Linge des Teilintervals I; := (x;—1,;), lo :={a}, i=1,...
Die Feinheit der Zerlegung ist gegeben durch:
h = max h;

1<i<n

Fiir r, ¢ € N definieren wir den Raum

P

St = {p e c(I)

Ii:piEPrfiirlgign}

Gegeben: Zerlegung A der Daten yg,...,y, und r,q € N
Gesucht: Py € S3? mit Pa(zg) =yk, k=0,...,n

Beispiel: Die Abbildungen 4.4 zeigen 4 verschiedene Interpolationen mit ihren Fehlern (polynomiel mit
gleichméfig verteilte Stiitzstellen, Tschebyschev-Interpolation, trigonometrische Interpolation und Spline-
Interpolation). Dabei gilt es: f(z) = ﬁ, yr = f(zx), I =1[0,5], n = 11 (Siehe Seite 96, am Ende dieses
Kapitels)

Beispiel 4.33

r = 0: Die einzige Interpolation durch stiickweise konstanten Funktionen ist gegeben durch Pa(z) = y; fiir
x € I; bzw. p;i(x) = y;.

Abbildung 4.5 zeigt die entstandene Treppenfunktion, in diesem Fall ist Pa nicht einmal stetig!

r=1: Essoll p; € Py und pi(wi—1) = yi—1, p(z:i) = yi.
Abbildung 4.6 zeigt die eindeutig bestimmen p; Funktionen durch p;(z) = y; + 5=+ (z — x;). Damit gilt:
Pa € SIA’O

r = 3: Annahme: y;, = f(z) mit f € C*(I)
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(i) Fall: Wahle fir ¢ = 1,...,n Werte x;; € I; fir j = 1,2 und definiere p; als Interpolationspolynom

20 (i1, Yi-1), (@i, f(@1)), (i1, f(@i1)), @iz, f(@i2)), (@ir1, f(xi41)) = p; € Py und Pa € SX°.
Nach Satz 4.4 gilt:

F@) = Pa(@)] = |f(2) = pi(a)] = SO () jsh} fiw z € T,
< 5@l 2kt

(ii) Fall: W?filllle pi € P3 durch Hermite Interpolation zu (z;-1,vi—1), (®i—1, f'(xi=1)), (i, ), (x4, [/ (2:)) =
Pa € Sx'und ||f — Pally, < 5 ||

Frage: P € 52’4?

Bemerkung: Sei n > r, dann ist das Interpolationsproblem in S3? fiir ¢ > r i.a. schlecht gestellt (in dieser
Situation nicht lésbar).

Freiheitsgrade: p; € P, fithrt auf (r + 1) Koeffizienten, also: n(r + 1) Freiheitsgrade.

Anzahl der Bedingungen:

Auf I : 2 Interpolationsbedingungen
I, . 2 Interpolationsbedingungen + ¢ Stetigkeitsbedingunge in
I, : 2 Interpolationsbedingungen + ¢ Stetigkeitsbedingunge in x,,

= 2n+4gqn—1)=n(g+1)—g¢q

Ist g > rsofolt: 2n+q(n—1) > 2n+r(n—1) =n(r+1)+n—r > n(r+1), Falls n —r > 0, d.h. mehr
Bedingungen als Freiheitsgrade und das Problem ist nicht l6sbar.

Spezialfall: ¢ = r — 1 (Spline-Interpolation)
Bedingungen: n(q + 1) — ¢ = n(r + 1) — g, d.h. ¢ mehr Freiheitsgrade als Bedingungen.

Kubische Spline-Interpolation

Gegeben: A = (xg,...,x,) Zerlegung des Intervals [a,b] = I und Daten yo,...,y, € R

Gesucht ist Pa € S%° mit Pa(z;) =y (0 <i<n) und

%o % % % %4

Abbildung 4.6: Beispiel 4.33: Gerade



4.7. SPLINE-INTERPOLATION

91

a) P{(a) = M,, PX(b) = M, fir M,,M, € R gegeben. Im Fall M, = M, = 0 spricht man vom

natiirlichem kubischen Spline

b) p'(a) = g(a), p'(b) = gy fiir ga, g € R gegeben

c¢) P ist periodisch fortsetzbar in C?(R) (nur falls yo = y,,), dann p’(a) = p'(b), p"(a) = p”(b)

d) not-a-knot-Bedingung: P,

/11

det, um die Spriinge in P}’

I1Ulo] € ]P)g, PA‘[InflLJIn]
fiir x = 21, * = x,_1 zu eliminieren.

Satz 4.34 (Existenz und Eindeutigkeit)

€ P3, d.h. die Zusatzbedingungen werden verwen-

Zu gegebener Zerlegung A und Daten g, . . ., y, existiert genau ein Pa € 52’2 mit p(zx) = yr und P erfiillt

die Zusatzbedingungen a), b), ¢), oder d). Im Fall ¢) muss gelten: yo = y,,

Beweis: Idee: Stelle LGS fiir jeden sogenannten Moment M; = PX(z;) auf.
Da p} linear auf I; = (z;_1,z;] ist, muss gelten: p/(x) = hi (Mj(z —xj—1) + M_1(x; — x)).

Durch zweimalige Integration folgt fiir geeignete Integrationskonstanten aj,b; € R:

1 Ti+ x5
pi(@) = o= (M;(z — wj-1)’ + M (z; — 2)°) + b (m - ]2]1> +aj (%)
j
Aus den Interpolationsbedingungen p;(x;_1) = y;—-1, p;(z;) =y, folgt:
yj—l = %]\/jj_lh;i — bj%hj + Cj
yj = ﬁ]\f[jhfﬁ-bjéhj +aj
Dieses ist ein 2 x 2 LGS fiir a;, b; mit der Losung
(x) a; = %1(%‘ +yj-1) — %%h? (Mj + M;_1)
bj = 37 Wy —yi—1) — ghy (Mj — M;1)

Damit héngen die p; nur von den Momenten M, ..., M, ab.

Es bleiben noch die n — 1 Bedingungen p'(z;) = p/; . (x;) fiir j=1,...,n — 1.

Aus () und (xx) folgt: pj(z) = o5 (Mj (@ = 2j-1)" = My (2 — 95)2) + ﬁ (yj = yi-1) = ghy (M — M 1)

Dabher ist p(z;) = p;(x;) dquivalent zu
3Mj (hj1 +hy) + Ghjsa (Mja — My) — ghy (M — Mj—1) = 5 (Y51 — %) — 7 (%5 — ¥i-1)
furj =1,...,n—1 bzw. %hj]V[j_l + % (hj + h/j+1) Afj + %hj]\/[j_ﬂ = y[mj,ij] — y[l‘j_1, l‘j]

ylzg,Tjpa]—ylrio1—a4]

Mit der zweiten dividierten Differenz ylx;_1,2;,2;41] = und da 41 —x—1 = hj+hj

Tjp1—Tj-1

folgt:
LLjJij,1 + J\/_[j + )\jJWjH == 3y[IEj,1,ZL'j, $Z+1]

h; A\ = Jjt1
hjthjt1)? 2(hj+hj+1)

mit p; = 5
Wir erhalten ein (n — 1) x (n+ 1) LGS fiir die Momente Moy, ..., M,

Fall a) My = M,, M, = M,



92 KAPITEL 4. INTERPOLATION

Dies fithrt auf das (n — 1) x (n — 1) LGS fiir My, ..., M, _; der Form

3ylxo, w1, 22] — p1 M,

M
! 3ylz1, z2, 73]
Al =
Ajnil 3y[xn72a Tn—1, mn] - )\nflﬂfb
mit
1 N 0
A=| "
. . )\n72
0 Hn—1 1

A ist regulér nach dem folgenden Lemma, da p; +A; <1 und Ay <1, g1 <1

Die Fille b,c,d fithren analog auf einfach strukturierte LGS mit regulédren Matrizen, d.h. py,..., p, eindeutig

duch (x), (*x) festgelegt

Lemma 4.35
Sei A € R"*" eine tridiagonale Matrix, d.h.
al C1 0
. bo
A = tridiag(b;, a;, ¢;) =
T v Cp—1
0 b, an

Es gelte: |ai| > |e1] > 0 und |an| > |by| > 0 und |a;| > |b;| + |ci|, bi #0, ca #0, 2<i<n-—1

Dann:
(i) A ist regulér.

(ii) A = LR mit L = tridiag(b;,;,0) und R = tridiag(0,1,v;) mit a1 = a1, y1 = cia;' und fiir
2<i<n: a;=a;—byio1, Vi =iy

Daher kann Az = b in O(n) Operationen gelost werden.
Beweis: Siehe Ubungsaufgaben

Lemma 4.36
Die Spline-Interpolation mit kubischen Splines und Zusatzbedingungen a), b), ¢) oder d) kann mit O(n)
Operationen gelost werden.

Beweis: a) folgt aus 4.24, 4.35
b), ¢), d): Beispiel im Schabach-Werner

Historisch: Interpolation durch biegsamen Stab (engl: spline) und Brett mit Négeln bei (xy, yi). Der Stab
(v (1)

hat minimale Kriimmung, d.h. die Funktion minimiert [ Wdt iiber alle glatten Funktionen y mit
I

y(zx) = yk. Fiir den Fall kleiner erster Ableitungen entspricht das niherungsweise. [ y”(t)?dt
1
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Satz 4.37 (Minimierungseigenschaft kubischer Splines)
Sei A = (xq,...,2,) eine Zerlegung von I = [a,b] und yo,...,yn € R gegeben. Sei Px € 52’2 ein kubischer
Spline mit Pa(z)) = yx und

(i) PX(a) =0, PX(b)=0
(ii) Pa periodisch fortsetzbar in C?(R)

(iii) PA(a) = ga, PA(b) = gs

b
Dann gilt fiir alle f € C%(a,b) mit f(xy) = yx und f 1F)? < oo,
dh. f" € L2(a,b) : f|f” )2 dx>f\Pg )[? da

Daher muss im Fall (ii) f € C?(R) periodisch mit Periode b — 1 sein, bzw. im Fall (i) muss f/(a) = ga,
f'(b) = gp gelten.

Beweis: Wir bendtigen das folgende Lemma

Lemma 4.38 (Holladay Identitit)

b
Sei f € C%(a,b) mit [|f"|° < oo und P € %%, dann gilt:

b b b n
[1em=pap = [1577 [ 10517 -2 {[(f’(fv) — PAG) P, — S 1(F@) — Pae))PA (o >1m+1}

Dabei wurden die folgenden Abkiirzungen benutzt:

@), = g(b) - g(a)

=%
—~
8
=
8
P -
|

lim g(z) — lim g(z) beachte : P{’ ist unstetig!

+
T=T; 4 x,/'T; T\ Ti_1

Beweis: (Fortsetzung des Beweises von Lemma 4.38)

In den 3 Féillen a), b), ¢) verschwindet der Term 2 - {---} in der Holladay Identitét

b b
2 g 2 » 2
= 0</\f" PP =[If"" = JIPAI" 4

Satz 4.39 (Fehlerabschitzung)

Sei A eine Zerlegung von I mit h < Kh; (1 < i < n) fiir ein K > 0. Sei f € C*(a,b) mit ‘f(4)’ < L fiir
€ (a,b).

Sei Pa € SX* mit Pa(zy) = f(z1) und Ph(a) = f'(a), Pi(b) = f'(b).

Dann gilt fiir 1 =0,1,2,3: |fO(z) — PV (2)| < 2LKR*". Also: |f(z) — Pa(x)| < 2LKh*

Beweis: Beweis von Lemma 4.37
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b

flen-py - J?{ﬂ%+fwx
= fuE- 1P |—2jf" PP
SR LT NGRS ol [t

=3WW—MM'=[U—pM?LI—f )
= =R, = (= PP+ S (f = ppt?

Ti—1

Dap< ) =0, da p; € P3 und

z; (f:p} pﬁ’eCO) n
[(f/ - p/)pg/]L Ti_1 [(f, - PA]PA]:& Ti—1

1 i=1

= 2 (@i) = pa(@)) PR (@) — (f (wim1 — Pa(wi-1)) PX(2i-1)]

Teleskopsumme ( (xn) P/A(l'n))Pg(an) N f/(‘LO) o P,A (1'0) g( )
[(f'(x) = PA(@))PA(@)],_, dawo=a, @, =1b

o

7

— YA = (@ PA)PL@, — X (@)~ pla)pl @),

= Hollady Identitdt

B-Splines(Skizze)

Ziel: Konstruktion einer einfachen Basis von S Ak L it
1. positiven Basisfunktionen fiir numerische Stabilitéit

2. moglichst kleinem Trager

Definition 4.40 (B-Splines)
Sei (t;),c, eine monoton nicht-fallende Folge mit hm t; = £00. Dann sind die B-Splines

1 ;< <tin
Bi;: R — R vom Grad k € N rekursiv definiert durch B; o(z) =
0 : sonst
und Bi,k: = wi7k($)Bi7k_1(l’) + (1 - w,-+17k(:v))Bl-+17k_1(:v) mit
s i AL

ti+k t;

wik(x) =
0 : sonst

Beispiel:
Die Abb. 4.7 zeigt 6 verschiedene Beispiele, die bei den B-Splines auftreten kénnen.
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(k=0)
1 Bio 1
Bi+1,0
% } > —t——>
tl t|+1 tl t|+1
(k=1)
1 1
i1
—>> f
ti i+2 ti+3 ti
tl+1:ti+2
an dieser Stelle
1 unstetig 1
B. '
w —t— %
'[i =t ti+3 ti

Abbildung 4.7: B-Splines

Satz 4.41 (Eigenschaften der B-Splines)
(1) Bik|[tj,tj+1] epP,V 1,] €L
(ii) Supp(BLk) = [ti, titrt1], falls t; < t;4p11, sonst ist Bir=0

(iil) Bix >0, > Bip(x) =1, V z € R (Zerlegung der 1)
=/

(iv) FallsVi € Z: t; < t;41, dannist B,y € C*-1 und (Bik)
unabhéngig.

. « . —1 . . .
sz bilden Basis in Sg’k , sie sind also linear



96

-0.5

1J(x*x+1.)

Polynomielle mit gleichméfig verteilten Stiitzstellen

12

-0.2

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

1Ux+1) ——

Tschebyschev-Interpolation

L/(xx+1) ——

Trigonometrische Interpolation

LI(x%+1) ——

Spline-Interpolation

05 I I I I

-0.02
-0.04
-0.06

-0.08

-0.005 - q

KAPITEL 4. INTERPOLATION

Fehler der Interpolation
0.12

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02

0.1 . . . .

Fehler der Interpolation

Fehler der Interpolation
0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

-0.01 - b

-0.015 L L L L
0

Fehler der Interpolation

Abbildung 4.8: Unterschiede einiger Interpolationen



Kapitel 5

Numerische Intergration

b
Ziel: Approximation von I(f) := [w(z)f(z)dx fiir f € C*(a,b) und einer festen Gewichtsfunktion
w € LY(a,b) (einfach w € C%a, b))

Ansatz: Approximiere I(f) durch eine Summe

Definition 5.1
Eine Funktion I, : C*(a,b) — R der Form

heifft Quadraturformel mit den Stiitzstellen x; € [a,b] und den Gewichten w} € R. Dabei

m

istmeNundm e {0,...,k} undn+1=> m,.

7=0
Die Quadraturen heiffen exakt fir P, (beziglich w) <= I,(p)=1(p) V¥ p € P,.
R(f) = I(f) = In(f)

st das zu I, gehiorende Fehlerfunktional.

Bemerkung: Fiir die allgemeine Definition der Quadratur siehe die Definition der Hermite Interpolation.
Im folgenden betrachten wir meistens Quadraturen der Form

L(f)=> wif(z), dh.m;=0
1=0
Beispiel 5.2 (n=1)
Die Abbildung 5.1 verdeutlicht diese Beispiele
(i) Mittelpunktregel: I1(f) = (b—a)f (“£2)
(ii) Trapezregel: I2(f) = 25% (f(a) + £(b))
(iii) Simpsonregel: I3(f) = }’_T“ (f(a) +4f (‘IT'H’) + f(b))

97
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I
a ath b

2

Abbildung 5.1: Beispiel 5.1

Satz 5.3
Gegeben seien w € L'(a,b) und Stiitzstellen x, . .., z,. Dann existiert genau eine Quadraturformel der Form

£ = wf)
=0

welche exakt auf dem Polynomraum P, ist und deren Gewichte sind gegeben durch

b

o= [w@) L@,

a

iy (@i—=)

wobei L7 (z) = [] (e=21) (Lagrange Basispolynome)
L#j

Beweis: I, exakt auf P,
— I,(p)=1I(p) VpeP,
= I, (L”) = ](L”’) fir l=0,...,n (x)

b
f“) )L (@ E wi L} (z5) = wi

7=0

() p=3 al; L) =3 al.(L}) = g wI(L}) = I(p)

1=0 =0

Bemerkung: Es ist I,(f) = I(pn), wobei p, € P, das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom zu
(.’E07 f(x()))v (RS (xna f(mn)) ist.

n n b b n b
I.(f) = l;)wlf x) = l;)fw )f(x)de = [w(x) Z L} (z) f(z)dz = [w(z)p,(z)dz = I(p,)
= =V a a l=0 a
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Definition 5.4

Fine Quadraturformel I,(f) = Zwlf(:cl) zu gegebenen Stitzstellen a < xg < 1 < ... <
=0

n < b und Gewichtsfunktionen w € L'(a,b) heifit Interpolationsquadratur, wenn sie auf
IP’n exakt ist. Nach Satz 5.3 ist sie eindeutig.

Satz 5.5
Seien xq, ..., 7, € [a,b] und w € L(a,b) gegeben mit den Symmetrieeigenschaften

(i) zj—a=b—z,—; (0 <j<n) (Symmetrie bzgl. “*b)

(i) w(z) =w(a+b—2) (z € [a,b]) (gerade Funktion bzgl. “°)

Dann gilt w,,—; =w; (0 < j <n), d.h. die Interpolationsquadratur ist symmetrisch.

Falls n gerade, so ist I,, exakt auf P,

Beweis:

(a) Sei fn(f) = > wp—jf(z;). Dann gilt IZ,L(p) = I,(p) ¥V p € P,. Damit ist aber I, exakt auf P, und
=0
nach Satz 5.3 gilt I,, = I,, — wp—j = wj.
(b) Sei nun n = 2m und damit z,, = GT—H) wegen (a). Sei p,, € P, das Interpolationspolynom zu
(o, f(20))s -, (Tn, f(x,)) und sei ¢, 11 € Pyy1 das Hermite Interpolationspolynom zu

($0, f(xO)); ey ($7n—17 f(xm—l))a (-r’rru f(x'm))7 (x’m,v f/(-r'rn))a (337”4,_1, f(xm+1))a ey (x’ru f(xn)) Mlt
f'(@m) — pp(@m)

n

[ (zm — 1)

=0
l#m

a =

und N(z) = [[(z — x;) € Ppy1. Setze Gni1(x) — pn(z) + aN(z). Es ist Gny1 € Ppyq1 und
=

(=)

Gny1(21) = pu(@1) +aN(z1) = f(21) +0und G4y (2m) = py(2m) +a H (@m—x1) = f'(#m) = dnia

l#rn
erfiillt dieselben Interpolationsbedingungen ¢,+; und da die Hermite Interpolation eindeutig ist, gilt

dn+1 = qn+1 .

Es gilt wegen (a): N(x) = lﬁo(x — ) (v — 4P ];n[o(:r —(a+b—1;)) und
N(a+b—2z)=(-1)""'N(z) = —N(x)

Wegen (b) gilt:

Tom

b
Jw(z)N(z)dz = J w(z)N(z)dz + [ w(z)N(z)dz

a a T

T w(@)N(@)de — [ wla+b—t)N(a+b—t)dt

= [u@N@dr+ fu@nENm=0
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b b
Daher gilt: [ gp41(2)w(z)dz = [ py(x)w(z)dz = I(p,) = I(f), da p, Polynominterpolation zu f.

Seinun f € P, 1 = [ = qnq1 und daher I(f) = I(gnt1) = I(pn) = In(f) Vf € P14

Satz 5.6 (Fehlerabschitzung)
Sei I,, eine Interpolationsquadratur (I.Q.) auf P, (a,b) mit Gewichtsfunktion w = 1. R, (f) := L,(f) — I(f)
sei das zugehorige Fehlerfunktional. Dann gilt:

(n+1)
(i) |R.(f)] < HJC(T)U( —a)"*2 fiir alle f € C"*1(a,b), falls n ungerade ist.

(n+2)
(i) |R.(f)] < Hf(nT)U( —a)™*3 fiir alle f € C"*2(a,b). falls n gerade ist.

Beweis:

(i) Esist I,(f) = I(pn), wobei p,, € P,, das Interpolationspolynom zu den Daten (z;, f(x;)) ¢ = 0,...,n ist.

b b
= [R.(f)] = J(f =pa)| < [1f(@) = pa(2)|da
Satz 4.4 (n+1)
= [ f (71“()5‘ v) l:[( dz
FntD) N N
S el R

(ii) Aus dem Beweis vom Satz 5.5 folgt: I,,(f) = I(gn+1). Dann folgt die Behauptung mit Satz 4.18b (Siehe

Seite 75)

Bemerkung:

1. Die Abschitzungen lassen sich leicht verallgemeinern auf den Fall w € L'(a,b).

n

H (x_xn)

k=0
I1 (x—xn)’ < K(b-a)"" mit K <1

2. Die Abschitzung < (b-— a)"“‘l kann fiir gegebene xg, ..., x, deutlich verbessert werden

Satz 5.7 (Koordinatentransformation)

Sei I,(f) = > @nf(ty) mit t, € [~1,1] eine 1.Q. auf dem , Einheitsintervall [—1, 1]
k=0

n
Dann wird durch I,,(f) := 3 wy, f(zy) mit wy, = 5%y, 5 = 25% + 212 eine 1.Q. auf dem Intervall [a, b]
k=0
definiert.
Gilt fiir das Fehlerfunktional R, zu I,, die Abschitzung IR.(f)| <K Hf(m)H 2m+1 o gilt fiir R, zu 1.Q.

Lo |Ra(H)l = K [ fO]| (b= a)™*!
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Beweis: Sei p, € P, und p(t) = p(x(t)) mit z(t) := 5ot + bta,

Da z(t) linear ist, gilt: p € P, und

b 1
I(p) = [p(x)dz = ;[1 pla(t)x’(t)dt
_ (b—2<1)2 fﬁ_l(t)dt _b Ly (]5)
= bS90p — p(tr)
k’i()
— Uan(iCn) — In( )
k=0

Daher ist I, exakt auf P, und L,(f) = }’;“’I (f) mit f(t) = f(z(t))
Es ist dann f/(¢) = @/ (¢) f"(x(t))

= [ = (552)" F0 (@(t))

Hf(m) N _ 27’m(b _ a)m Hf(m) (‘E(t))HD@
b 1 .
— R = |[ 1@ ()| = |5 [fl oyt - (f)H
bt |Ra(f)| < g2 | f0|_ K2t
A
Bemerkung:

1. Es reicht also aus 1.Q.en auf [—1, 1] zu konstruieren. Zu —1 <ty < ... < t, < 1 wird durch

. t—t

w4::|| dt

b —
=0

kg

die 1.Q. auf [~1, 1] zu P, definiert. Mit (w;, 7;)}_, wie im Satz 5.7 wird dann die 1.Q. auf [a, b] definiert.

2. Da fiir jede 1.Q. I,(1) = (b — a) gilt, muss > wy = (b — a) gelten.
k=0

3. Wie bei der Polynom Interpolation fiir groie Werte von n auf, wie z.B. negative Gewichte (vgl. Ubungs-
aufgaben). Daher geht man dazu iiber, Quadraturen auf Teilintervallen aufzusummieren:

b n a;
/f(x)dx:Z/f(x)dx a=ap<...<ap=0»
. i=1,"

Satz 5.8 (Zusammengesetze Quadraturen)
Sei I,(f) = 3 @rf(ty) eine LQ. auf [~1,1] mit ’Rn(f)’ < KHf<m>H 9m+1 zu q < b, N € N. Setze
k=0 oo

a:=a+1H, [ =0,...,N mit H := b*T“.

N
Dann ist I, (f )::gz
=

[Bn ()| := [In(f) — I(F)

c?) f (&t — 1) + a + lh) eine Quadraturformel mit der Abschéitzung
K[ o - 0y

RWMZ
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Beweis: Wir wenden Satz 5.7 auf [a;—1, a;] an:
= L() = X e (Mg )
= % Z’lﬁkf(%H(tkfl)+a+lH)
k=0

Also gilt: I,,(f) = Z IL(f) und es folgt:

m—+1

N
’OCZZI (a1 —a;_1)
] N————

Satz 5.7

LS K[ fm

Rl

IA
M=

K| NEH™ o

=b—a

| Rn(£)

N
I
-

5.1 Newton-Cotes Formel

e Die Newton-Cotes Formel sind eine mit dquidistanten® Stiitzstellen 1.Q.; zy, = a + kh, h = 2=2

n

e Als offene Newton-Cotes Formel bezeichnet man I.Q. zu den dquidistanten Stiitzstellen x, = a + (k +
)h, h = %52 (Nur innere Stiitzstellen), d.h. a,b sind keine Stiitzstellen.

1. n =1 (Trapezregel)

a _ b—a

b
g =a, r1 =0, wo = [ =} d:c:—,wlf 5
a

T(f) =n(f )= bT (f(a) + f(b)) (Siehe Abb. 5.1)

b
B (f)l < f|$*a| |z — b
s || R
2. n =2 (Simpson-Regel)
zo=a, x1 =", wy=b, wy=ws =25%, wy = 2b—a)

S(f) = Io(f) = 2= (f(a) + 4f (%2) + F1) . |Rs(f)] < Mol b — s

Zusammengesetze Newton-Cotes Formel

1. Zusammengesetze Trapezregel (Satz 5.8, N =n, H =h)

<>f%i

=1

[f(a+1h—h)+ fla+1h)] = ;(f(a)+2nff(a+lh)+f(b)>
|

=(b— a)h?

|Bn(f)] <

1Der Abstand zwischen den Stiitzstellen ist gleich.
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2. Zusammengesetze Simpson-Regel (Ssatz 5.8, N = §, H = 2h)

N—-1 N
Su(f) ="t (f<a> 125 Flaw) £ 45 flam) + f(b))
=1 =1

N
n — 180

Bemerkung: Bei den Newton-Cotes Formeln bleiben die Gewichte bis n = 6 positiv. Dei den offenen
Newton-Cotes Formeln nur bis n = 2

5.2 Gauf3-Quadraturen

Idee: Wir suchen eine Quadratur @, welche fiir P, mit moglichst groiem m exakt ist. Dies ist nicht méglich
fiir m = 2n + 2 (vgl UA). Aber fiir m = 2n + 1 wird dies mit der GauB-Quadrature (G.Q.) erreicht.

Definition 5.9 (Gauf3-Quadraturen)

Seiw € L'(a,b) gegeben. Eine Quadraturformel Q,, : C([a,b]) — R, Qu.(f) := > wif(xp)
k=0

heifst Gau3-Quadratur, falls Q,, auf Ps, 1 exakt ist.

Satz 5.10

Sei w € L'(a,b) und eine Quadratur Q,(f) := > wif(xk) gegeben. Setze p,1(z) = [] (x — zx). Dann sind
k=0 k=0

dquivalent:

(i) Qn ist GauB-Quadratur.
b

(ii) @ ist Interpolationsquadratur und [ w(z)p,11(z)g(z)dz =0V q € P,,.

a

Beweis: (1) = (ii)“

n

b
Sei ¢ € P,,. Dann ist fw(x)pnﬂ(w)q(w)d:v = Qn(Pn+19) = > wk pari(zr) glz) =0
a k=0 W_/
=0 nach Def.

(i) = ()

Sei p € Py, 1. Mit Polynomdivision gilt: p = qp,+1 + 7 mit ¢,r € P,

b
0+ [w(z)r(z)dx

= 0+ 22710)
= Qn (pn+lQ) + Qn(r)
= Q(p71,+1q + T) =Qn (p) O



104 KAPITEL 5. NUMERISCHE INTERGRATION

Definition 5.11
(i) Eine Funktion w € L'(a,b) heifit zulissige Gewichtsfunktion , falls gilt w > 0, also
b
Jw(xz)dx > 0 (fast iberall > 0).

a
(i1) Ist w eine zuldssige Gewichtsfunktion, so wird durch
b

(0, q), = / w(z)p(z)g(z)dx

a

ein Skalarprodukt auf P,, definiert. Die Wohldefiniertheit des Skalarprodukts kann durch
Nachrechnen gepriift werden.

Satz 5.12
Sei w eine zuldssige Gewichtsfunktion. Dann liefert die durch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungs-

verfahren? definierte Folge (pn),en

n l,nJrl Di
Prtr(z) = 2" — Mpi(fﬂ)v
i—0 <pi7pi>w

wobei pg = 1 ist, das eindeutig bestimmte Polynom p € P, 11 der Form

n

(*) p(z) = H($—$k) r,€C, 0<k<n
k=0

mit
() (p,q), =0 VqeP,

AuBerdem ist {po,p1,...,Pnt1} eine Orthogonalbasis® von P, beziiglich (-,-)

Beweis: (Induktion iiber n)
n =0 : klar.
n—1 — n:Sei{po,...,pn} eine Orthogonalbasis von P, . Setze
Py = {pe Ppi1 ’ (pq),=0 Vge Pn}
= dim(Pl) =1
Da (x) verlangt, dass der Koeffizient vor 2"+ gleich 1 ist, gibt es genau ein p € P, 1, welches () und (*x)

erfiillt. Nach Konstruktion ist p = pp41, da (Pnyi1,pn), =0 VO <k <n.
Also folgt (pn41,9), =0 VqgeP,

?Das Verfahen ist leicht geindert, weil die Vektoren nicht normiert werden.
3Hierbei handelt es sich um keine normierte Basis.
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Satz 5.13
Sei w eine zuldssige Gewichtsfunktion, dann gilt: die Nullstellen xy, ..., z, von p,41 aus Satz 5.12 sind reell,
einfach und liegen im Intervall (a,b)

Beweis: Wir setzen ¢(x) = 1, k = —1, falls es keine reelle Nullstelle ungerader Vielfachheit von p,41 in
(a,b) gibt.

q(z) = ] (x — =) andernfalls, wobei z; die Nullstellen sind fiir 0 < j < k.

[

J

Zu zeigen: k =n

Annahme: k < n: Nach Definition hat p := p,y1¢ kein Vorzeichenwechsel in (a,b). Da k < n, folgt fiir

b
qEP, : {pnt1,9), =0 = wpy+1q =0 (fast tiberall) und [w(z)dz =0 und das ist ein Widerspruch!

u]
Satz 5.14
Sei w eine zuléssige Gewichtsfunktion. Dann gibt es genau eine G.Q. @, fiir w, ndmlich die, deren Stiitzstellen
Zg, ..., T, die Nullstellen von p,, 1 aus Satz 5.12 sind und deren Gewichte definiert sind durch
b
wj = /w(x)Lj(x)dl"
mit ( )
r — Tk
Li(z):= —
! o (25 — )

k#j

Es gilt w; >0 Vj.

Beweis: Folgt aus den Sétzen 5.10, 5.12, 5.13 und aus dem Satz 5.3

Noch zu zeigen: w; >0 V j: Da L? € P, ist, folgt:
b n
0< /w(T)L?(:r)da“ =Qn(L}) = Zka?(ajk) =w; g
p k=0
Satz 5.15 (Deutung der Gauf3-Quadraturen als Interpolationsquadraturen)

Sei p das eindeutige bestimmte Polynom in Ps, 1 mit den Eigenschaften p(z;) = f(x;), p'(z;) = f'(z;) fiir
i=0,..., N und z; Nullstellen von p, 11 sind. Dann gilt: Q,(f) = Qn(p) = I(p)

Beweis: Siehe Ubungsaufgaben

Folgerung 5.16
.. 2n+2 . . : f(2n+2)(f)
Fir f e C (a,b) gibt es ein £ € (a,b) mit I(f) — Qn(f) = T (Prt1s Prt1),

Beweis: Siehe Ubungsaufgaben
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Bemerkung: Die G.Q.en sind fiir stetige Funktionen auf kompakten Intervallen konvergent bei Graderh6hung,
k — oo

dh [I(f) = Qu(f)| " — 0

Beispiel 5.17

1. w(x)=1,[-1,1]

Es gilt p,(x) = %Pn(az), wobei P, (x) die Legendre-Polynome sind mit Py(z) =1, P (z) = =,
Poyi(x) = 2:I11 P(z) - n77+L1 n—1(7)

n: 4 n
Es gilt: 1(f) — qu(f) = 22" 3555 oy /272 (€)

Firn=1Q(f)=f (—%) + f (%) (,,2-Punkt-GauB-Quadratur*)

n=2: Qa(f) =4 (51 (=/2) +8£0) +57 (/2))

Die G.Q. auf [a, b] erhélt man durch Koordinatentransformation (vgl. 5.7)

2. Gauf3-Tschebyscheff-Quadraturen

w(zr) =v1- x271, [—1,1]
pn(®) = 37=5 Ty (z) und T}, die Tschebyscheff-Polyome 1. Art sind.

To(x) =1, Ti(z) =z, Thi1(zr) = 22T (x) — Thyr(x), n>1
= T,(x) = cos(n---arccos(z))

Nullstellen von pj,41 : :C;n) = cos (2273:_11 7r> 7=0,...,n

Gewichte: wj(»n) = nL_H

Fehler: I(f) — Q.(f) = mf(znm)(@

3. Laguerre-Quadratur

£

&
I
9]

|

=
8

pn(x) = (=1)"L,(x) und L,, Lagrange-Polynome mit

Lo(x) =1, Li(x) =1 -2, Lyy1(x) = (1 +2n—2)L,(z) — n?Ly_1(z)

Fehler: I(f) — Qn(f) = 24 (2(:2;)!f(2n+2)(£)

4. Hermite-Quadraturen

w(z) = e, (—00,00)
pn(x) = 2"H,(z) und H,, die Hermite Polynome mit

Hy(x) =1, Hy(x) =2z, Hypi1(z) =22xH,(z) — 2nH, 1 (2)

Fehler: I(f) — Qn(f) = %l}t‘@rﬂr%(g)
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5 [-1,1], o, B> —1, w(x) = (1 — 2)%(1 + x)? (,Jacobi-Polynome*) definiert

k
In(z,a,B) = L ((x2 - 1)"w(x))

T 2nlw(x) dam

Definition 5.18 (Zusammengesetze Gauf3-Quadraturen)

Idee: Zerlege [a,b] in Teilintervalle und wende dort die G.Q. an.
Zusammengesetze 2-Punkt G.Q. (n =1). Setze h = b*T“, a; =a+gh firj=0,...,N

Dann ist die zusammengesetze 2-Punkt G.Q. gegeben durch:

N—-1

> (fla;+ 1) + flajm — 1))

J=0

. _ h 1

5.3 Romberg Verfahren

Idee: Die Richardson Extrapolation auf eine zusammengesetze Quadraturformel anwenden. Besonders ge-

eignet ist die zusammengesetze Trappezregel T}, (f), da sie eine asympotische Entwicklung in h2 erlaubt, d.h.
q = 2 in Satz 4.23

Definition 5.19 (Bernoulli Polynome/Zahlen)
1

Die durch By(t) = 1 und 2 By(t) = By_1(t), [ By(t)dt = 0 definierten Polynome heifien
0

Bernoulli Polynome

Die Bernoulli Zahlen sind gegeben durch

Lemma 5.20

(i) Br(t) = (—1)*By(1 —t) fiir k >0

(111) ng+1(0) = ng+1 (%) = B2k+1(1) =0 fiir k Z 1
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Satz 5.21 (Euler-MacLaurin’sche Summenformel)
Sei f € C*™(a,b), m € Nund h:= 22 n € N. Dann gilt:

b 1

Tn(f) = / T

a

B2k BZk (f(2k 1)( )_ f(2k—1)(a)) +O(h2m)

k=1

Bemerkung: Diese zeigt die asymptotische Entwicklung. Die Formel zeigt, dass die Trapezregel auch ohne
Extrapolation gut geeignet fiir periodische Funktionen ist.

Beuweis: Sei ¢ € C*™(0,1) beliebig. Dann gilt mit B = By, B1(0) = 5, B(0) = —1:
1 1
Je)dt = [Bo(t)
0 0
= [Bi(t)p fB1
1
= 3 (1) +¢(0) = [Ba(t)¢ (g + [ Ba(t)¢ (t)dt
0

(%28
=
=)
=

213 (e(1) + 9(0)) = Ba(0) (¢'(1) = #'(0)) + [Bs(£) " (8)]— } Bs(t)g" (t)dt
—_——— )

=0 5.19.43%

(p(1) — (0)) — 7:;1 Bai(0) (PR~ (1) — oR=1(0)) + i“ Bom ()™ (t)dt

N[—=

Setze ;(t) == hf(xzj_1,th), 1<j<n,dann gilt:

o £¢j(t)dt— 7] f(z)dz

. 905-2’671)(75) = 2k fCR=1) (5. | th)
o (1) = f(z;) = ¢j+1(0)
¢ D) = )

j+1

Daher gilt:

b

[ f)ar = émj_lf 2)dz éjsoy £t
= Jié(%(mwj( D=3 8 B0 (570~ 0) + £ J Bt )
= S B0+ - S B 0) (o770 - o 0)
+]:1E[Bgm(t)h2m+1f<2m) (zj_1+th)dt
= D7) =5 Ban(0) (1O 00) — £ @) 2 lhime ()™ (i1 + (h))dt
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Letztes Term ist O(h?™), falls [] konstant ist unabhiingig von h

n 1 n
h ZlfBzm(t)f( wj_(h))dt| < h Z 1 Bam|l o 1f (2m) ]l
Jj=10 Jj=
= n- h Bl - (£
= (b—a)|Baml - [[F*™ H = konstant

5.4 Fehlerdarstellung nach Peano

Definition 5.22
Ein lineares Funktional R : C**(a,b) — R heifit zuldssig, gdw es entweder aus

einer Auswertung f*)(zo), zo € [a,b], 0 < v < k, aus einem gewichteten Integral
bo
fw(x)f(”)(x)dx, apg,bo € [a,b], 0 < v < k oder aus einer endlichen Linearkombination

ao
solcher Funktionalen besteht.

Beispiel 5.23
(i) Fehlerfunktionale von Quadraturformeln sind zuléssig, R(f) = I(f) — I.(f)

(ii) Fehlerfunktional von finite-differnzen Approximationen: R(f) = W — (=) fiir z, € [a, b

Bemerkung: Im folgenden tauchen Funktionen K € C**1 ((a,b)?) auf; fiir t € [a,b] ist K (t,-) € C*"(a,b)
und v(t) := R(K(,-)) ist eine Abbildung von [a,b] — R. Analog wird durch

b b
w(z) == [ K(t,z)u(t)dt € C**1(a,b) und R | [ K(t, -)u(t)dt) = R(w) € R

a

Lemma 5.24
Fiir ein nach Definition 5 21 zuléssiges Funktional gilt die Vertauschungsregel
b
R (f Kb, -)u( ) fR u(t)dt fiir alle K € C*+1 ((a, b)2> , ue C%a,b)
b b
Beweis: w(z) = [ K(t,z)u(t)dt, v(t) = R(K(,-)). Zu zeigen: R(w) = [v(t)

Wegen der Linearitdt des Integrals reicht es die 2 Félle zu untersuchen:

(i) R(f) = f"(=o)

_ / V)d‘L

ag

Zu ( jl‘ DK (t, zo)u(t)dt = jb‘u(t)u(t)dt

a

Zu (ii): analog
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Lemma 5.25

Sei (z —t)}, =

0 : sonst

Dann gilt fiir f € C**1(a,b):
() = (Pf)(z) + (Kk(.7x)7f(k+1))

mit (P f)(x) = Zk: f(j)(a)(gﬂgila)j € P, und Ki(t, k) = L(z — t)%

=0

Bewets: Taylorentwicklung mit Integralrestterm:

f(T) = i f(j)(a) <x;!‘1)y 4 j (T;!t)k f(kJrl)(t)dt

Satz 5.26
Sei R ein nach Definition 5.22 zulissiges Funktional auf C*+1(a,b), welches auf dem Raum der Polynome
Py, identisch verschwindet, d.h. R(p) =0 V p e Py

Dann gibt es fiir alle f € C**1(a, b)
b

R(P) = [ K@/ 0

a

mit k(t) := 4R (-, —t%). k(t) heift Peano Kern von R und ist unabhéngig von f

Beweis: R(f) °Z R((Puf) + (Ky(- ), f0+0) T2 R(P, f) +R<f Ky (t f<’f+1><>dt)

Vor.:5.24 fB(Kk(t ))f k+]) j‘K k+1) )d

0O

Folgerung 5.27
Die Voraussetzungen fiir die Folgerung stimmen mit denen, von Satz 5.26 iiberein.

Hat der Peano Kern K (t) fiir ¢ € [a, b] kein Vorzeichenwechsel, so gilt: V¢t € C"*1(a,b), 3¢ € [a,b] mit

1

(n " 1)! R(CL‘”+1)

R(f) = f"+0(e)

Beweis:
b

R(f) = [E@®fFD (@)t

a

fnt1) fK t)dt da K kein VZW hat

a

MWS
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b
Anwenden auf 2" ! ergibt: R(z" 1) = (n+4 1)! [ K(t)d¢

a

b

S x71+l
= [K(t)dt = Tes)

b n+1
= R(f) = fO0() [ K(t)dt = frrI(e) )

Beispiel 5.28 (Simpsonregel)
1
R(f) = 5f(=1) +5f(0) + 5£(1) —_J; f(z)dz

— R(p)=0 VpePsy dh k=3a=—1,b=1in Satz 5.26

= R(f) = [ ult)fDt)dt mit

Le—_

1
K@) = gR(C=0%) = (1= 0%+ g%+ 51 -0~ ¢ [(a=0Pdo
21

Sl —t)31+3t) : 0<t<1
K(-t) r —-1<t<0

= K(t) > 0 fiir t € [-1, 1] nach Folgerung 5.27

1
R() = [D(©)5; R = 1O () (; Aagorgea- [ x4dx> = FD(e)
1

Definition 5.29 (Experimentelle Konvergenzordnung EOC)
Sei f € C*(a,b) und I : C*(a,b) — R ein Funktional, I;, eine Quadraturformel, die I
approximaiert.

Die experimentelle Konvergenz FOC ((ey . ,) (engl. experimental order of

convergence) fiir den Fehler e, := |I(f) — I(f)] ist definiert durch

log <i—’:>
EOC (eH_,h) = W
h

fiir ein H > 0 vorgegeben.
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Bemerkung: Fiir h — 0 verhélt sich der Fehler wie hP, wobei p vom angewandten Verfahren abhéngt.
Mit der EOC hat man die M6glichkeit, p numerisch zu bestimmen.

Beispiel 5.30 (Fehler der Approximierung der Integration)
1 1

Gegeben seien I = [0,1] und f(z) := 5, g(z) == 3/ Es gilt [ 5dz =In(2), [ 3/zdz = 1. Die Abbil-
0 0

dung 5.2 ziegt verschiedene Fehlerverhéltnisse von 4 Verfahren: Trapezregel (rot), Simposon-Regel (griin),
zwei-Punkt Quadratur (blau) und Romberg Verfahren (lila). Typ 1 ist der Fehler im Vergleich zu h, d.h.
zu der Unterteilung bei den zusammengesetzen Quadraturen. Typ 2 ist der Fehler im Vergleich zu der
Anzahl der Funktionauswertungen, im Prinzip ein Maf} fiir den Berechnungsaufwand. Typ 3 ist die EOC
im Verhéltnis zu h.
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Abbildung 5.2: Fehler der Quadraturen
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Kapitel 6

Losung gewohnlicher
Differentialgleichungen

AChtUIlg . Dieses Kapitel ist nur ein (kurzer) Einblick in die Lésungen der gewohnlichen Differentialglei-
chungen. Viele Sétze und Lemmas werden deshalb nicht gezeigt. Der Aufbau der Theorie plus alle Sétze und
Beweise werden erst in der Vorlesung Numerik II gemacht.

6.1 Numerische Verfahren fiir Anfangswertprobleme

Problem A: Anfangswertproblem (AWP)

Gegeben: I = [a,b], J C R zusammenhéngende, offende Teilmenge, S :=1x J, f:S — R stetig, yo € J
Gesucht: y € C'(I), y(I) C J mit ¢'(t) = f(t,y(t)), t € I, y(a) = yo

Beispiel 6.1

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von A héngt sehr von den Eigenschaften von f ab!
(i) f(y) = ay2, a € R, d.h. Problem A ist: y'(t) = ay(t)? mit Anfangswert y(0) = 1

’ 2
Mit z(t):ﬁt) _— z’(t):_y(t) :_0;%’;)2 - —a

= zt)=-at+1 = y(t) =2

—at

Fira<0 = yeCY((0,00)), fira>0 = lim y(t) = oo
t— =

o

D.h. fiir I = [O, + 5] , € > 0 gilt nicht y(I) C J, d.h ex existiert eine Losung von A lokal in der Zeit.

1
a

(i) f(y) =vv, (= J=10,00)). Anfangswert: y(0) =0

Problem A: y/(t) = v/y(t), y(0) =0

Lsg: y1(t) = 0, aber auch ya(t) = §¢* ist auch eine Losung, d.h. keine Eindeutigkeit

Bedingungen fiir die Existenz und Eindeutigkeit
(M) [ft, ) <M ¥ (ty) €S
(L) |f(t’y)_f(t»2)|§L|y—Z| V(t,s)es

115
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Steigung M
A
Yo
NN y()
Steigung —M
| >
) a b

Abbildung 6.1: Definition 6.4

Lemma 6.2
Das Problem A kann als Fixpunktgleichung formuliert werden. D.h. y ist Losung von A gdw. T'(y) = y mit

dem Operator T : CO(I) — C°(I); (Ty)(t) = yo + ft f(ry(r))dr

Beweis:
b

T(y)=y <= y(t)=yo+/f(ﬂy(7))d7 = y't)=fty(t) 4

a

Satz 6.3 (Picard-Lindelsf, lokale Version)
Erfiille f auf S die Bedingung (L), dann hat A lokal eine eindeutige Losung ¢, d.h. 3 ¢ > 0, so dass auf
I =[a,a + €] eine Losung A existiert.

Beweis:
t

L [|y(r) = z()|dr
Lmax|y(r) — 2(7)| (t - a)

[(Ty)(t) — (Tz)()]

IAN IN AT

Le|ly — 2|, fir t € I

Wihle € > 0, sind Le <1 == T ist eine Kontraktion

Definition 6.4
Kula, o) = {(t,y) EIxR| ly—yo| < M(t— a)}
wobei M die Konstante aus Bedingung (M) ist.

S =1 x J heifit zuldssig fir das AWP A gdw. Ky(a,yo) C S

Abbildung 6.1 zeigt die Menge Ky(a, o), yo darf sich nur innerhalb dieses ,,Kegels“ befinden.
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Lemma 6.5
Ist § Losung von A, so liegt der Graph von ¢ in Kj/(a,yo) (sieche Abbildung 6.1), d.h.
(t,5(t)) € Kn(a,yo) Vtel

Beweis: §(t) = yo + [ f(rg(r))dr —> [i(t) — yol < [ 1f(r, §(7)] dr

= |g(t) —yo| < M(t—a) = (t,9(t)) € Km(a,90) ¢

Satz 6.6 (Peano)
Das AWP A erfiille auf einem zuléssigen Rechtseckgebiet S = [a,b] X [yo — 01, Yo + 02| die Bedingung (M).
Dann existiert eine Losung y von A auf

Bemerkung: Die Losung ist nicht unbedingt eindeutig.

Satz 6.7 (Picard-Lindelsf)
Zustatzlich zu den Voraussetzungen vom Satz 6.3 erfiille f die Bedingung (K). Dann gilt:

(i) A hat auf I eine eindeutige bestimmte Losung ¢

(ii) Die Folge (yx)gecny mit yo(t) = yo, Yk := Tyn—1 konvergiert gleichmiBig gegen g auf I

Satz 6.8 (Statigkeitssatz fiir das Anfangswertproblem)
f geniige auf S der Bedingung (L), ¢ sei die Lésung von A, Z sei die Losung des gestérten AWP

Z'(t) = f(t,z(t) + e(t), Z(a) =20 € J

Ferner sei |zo, yo| < €p und £(t) sei stetig fiir t € I mit |e(¢)| < ;. Dann gilt:

|2(t) — §(t)| < (0 + €1(t — a)) 2=

Beweis: Wir bendtigen das folgende Lemma:

Lemma 6.9 (Grounwalls Lemma)
Seien p,q € C%(a,b) mit p,q > 0. Erfiille e : [a,b)] — R die Integralungleichungen:

t

0< eft) < plt) + / o(7)e(r)dr

fiir ¢t € [a, b], so gilt:
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Beweis: (Stetigkeitssatzes)

Setze e(t) == |(t) — §i(1)]

= e(t) = |z0+ fL f(r,2(r)) —e(r)dr — yo — [L flrg(r))dr
< |20 — yo| + fe’;‘(T)dT + j |f (7, 7d7]|
< soteilt—a)+ L [(—Er) — ()

+ a
= p(t)+ [q(r)e(r)dr mit
p(r)=ceo+ei(t—a), q(r) =L
Aus dem Lemma von Gronwall folgt:

t
e(t) <eg+ei(t—a)+ L/(so +e1(r —a))eYdr

a

Lemma 6.10 (Grounwalls Lemma, diskrete Version)
Seien (pn),en s (@n)pens (€n)pen POsitive Folgen mit 0 < e,11 < (14 gn)ey, + py fiir n < N. Dann gilt:

n—1 n—1
en < eo+ij exp qu , n< N
§=0 j=0

Beweis: Durch Induktion
Im folgenden gelte (M) und (L) und ¢ sei die Losung von y'(t) = f(t,y(t)), y(a) = ag, (t € [a,b] =:1)

Gitter: Iy, := {to,...,tn} C I, tg41 =tp + hg mit hy >0, k=0,...,n—1, tx = a, t, = b (Vergleiche die
Zerlegung bei der Spline-Interpolation).
Schrittweitenvektor: h = (hg, ..., hy—1)

Feinheit: h := max hy
k=0,...,n—1

Numerishces Verfahren: ® besteht aus
1. Konstruktion von I, (eventuell Beschrinkungen an h)
2. Zuordnung einer Gitterfunktion up : I, — R, up(tr) = ug = () =: Y

Globaler Fehler: ¢, : I, — R, en(tn) = yn — un, |len]l, := max|en(t)] = max [yp — ug| ist der
tel o<k<n

Diskretisierungsfehler von h; auf I,

® heiBt konvergent gdw. |le,|[, — 0, |h — 0] und ist |le,[|, = O(hP), so dass ® die Konvergenz-
ordnung p hat.

Bemerkung: Bei AWP wird Ij, von links nach rechts abgearbeitet, d.h. entlang der Zeitachse mit wuy(tg) =
ug(a) = y = g(a). Zur Berechnung von w1 werden bereits bekannte Werte (¢, u;)g—r<i<x verwendet.
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Beim Einschrittverfahren ist » = 1. Ist > 1, so spricht man vom Mehrschrittverfahren

Ansatz fiir Taylorentwicklung fiir g

1(6) = 0S5 15) -+ 200 (o, HNT6) + 025 o TN ()2 + 0,553

Damit kann g(s) allein durch Ableitungen von f an der stelle (s, 7(s)) ausgedriickt werden.
Problem: f muss ausreichend viele partielle Ableitungen haben.

Frage: Wie sind ¢, s zu wihlen?

a) Explizites Verfahen

S:tk, t:tk+1, t—Sth

— ) = err 2 Glt) + b+ yP L0+ LhE 4 muhy, iy heit Abschneidefehler

2 1
s = Buf (b i) + Oy f (ty i)yl

MON

Verfahren

Ugpp1 = U + u,(cl)h;c + u,(f)%h% + u,(f)%hz

ul = f(ty, up)

(2) (1)
uy = Opf (te, up) + Oy f (th, up)uy,
(3)

uk - . .

A

exakte Losung y(t)
Up=Yo4----- : : D u

2

Abbildung 6.2: Explizites Verfahren: Fehler der Schritten

In einem Schritt wird der lokale Fehler h,7, gemacht. Die lokale Fehler aus fritheren Schritten werden
weitertransportiert. (siehe Abbildung 6.2)

t1 ist Losung von o' (t) f(t,y(t)), y(t1) = wa

Problem: lokale Fehler diirfen sich nicht zu sehr akkumulieren.
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Beispiel 6.11 (Explizites Euler Verfahren)
y) =g)(s) + f(s,9(s)(t =) +7 = upt1 = up + f (i, up)

g erfiillt: yry1 = yr + f(tr, yr) e + heTr, dh. 7 = W —f(tr, yx) = O(hy)

=y's

= lers1l = |1 — urs1| = lyr + f(te, yr) i + bt — (up + f(Lr, ur) )|
< yk — un| + b | f(te, yk) — f(t, ur) i
(L)
< en| + hu - L |yx — ug| + hi |7x]

Lipschitz Konst.
(1 + A L) [ex| + Ry [tg]
= (1+aq)lex| +pr ar = heL, pr = hi ||

Groundwall n=l n=l
=" el < |leol+ X hjlmsl ) exp | X Lhy
=0 =0

< _ _
= lex|] < (0—!—(1) a)0<r]£1<al)€(17h|> exp (L(b—a)), da

k-1

eo=up—yo =0, > h;j <(b—a)
=0

— Jeall < (- a) max [l exp (L(b— ) gdw. [exll, — O gdw. max [ml — 0
Es gilt: |7x| = O(h) = |lex|l, = O(h), d.h. das Verfahren konvergiert mit der Ordnung 1.
Tylorentwicklung:
g()G(s) + f(s,9()(t = s) + 7
Explizites Euler Verfahren s =ty, t =tx41, (t — ) = hy
Implizites Euler Verfahren s =11, t =iy, (t —s) = —hy
= Verfahren: up = ugy1 + f(tr+1, ugr1)(—hg) bzw. up — ugr1 + f(txs1, ugr1)he =0
d.h. ugq ist Nullstelle der Funktion Fj(u) = up — f(tg+1, u)he
Berechnung etwa mit dem Newton-Verfahren (Kap. 3)
Frage: Warum iiberhaupt Implizites Verfahren?
Beispiel: f(t,y) = -)j, AeR

Exp. Euler Verfahren: upi1 = ur + (—Aug)hr = (1 — Mg )ug

- Ugy1 = (1 — )\h)uk = (1 — /\h)2uk_1
= s = (1 — )\h)k+1U0 = (1 — )\h)k+1y0
~ ey, = etenidy, = G(t,44), da
g(t) = e M Losung des AWP 3/ = \y,y(0) = yo

Falls 1 = A <0 <= A>0undh > 1, dann oszilliert u; um die Null (Abb. 6.3)

Ist 1 - A< -1 <= A>0undh > 2, dann gilt sogar: [uy| — oo (k — o0), aber §i(t) — O fiir
t — oo, falls A >0
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. . .
u u u
1 3

(62}

Abbildung 6.3: Explizites Euler Verfahren

Das heifit, falls A > 0, h > %, dann gilt uy(tx) — oo (k — o0) und §(t) — 0, t — oo.
Ist h < %, dann |up — yx| — 0. D.h. fiir A groB, muss h sehr klein sein, damit das Verfahren gute Losungen
produziert, dann miissen aber sehr viele Schritte durchgefithrt werden, um ¢, = b zu erreichen, da n = ¢

h
Implizites Euler Verfahren
ug — Ug+1 + (—Augr1)h =0

— (]. + )\h)uk+1 = Up

Uk — L = Ug — Yo
1+Ah T (I+AR)ETL T (14 AR)RFL

= Ug41 =

Yo ~ Yo At i
ATAR)FFT ~ ek = € ktlyg = y( k1)

Also ist fiir A > 0 das implizite Verfahren geiegneter, da keine Beschrinkung an die Schrittweite h gestellt
werden miissen.

Alternative zur Taylorentwicklung

Alternative zur Taylorentwicklung nur im ¢, ist eine zusétzliche Taylorentwicklung in f

fE+hy+hfty) = f(ty)+ fouf(ty)+hf(ty)o:f(ty)+O(h?)
glt+nh) = &) +7 Oh+ 5" (t)5h* + O(h?)
= g(t)+ [t 5(t)h+ 1hQ(( y(t)) + ho, f (t,z?==+hf(t ()02 f(t,§(t))) + O(h?)
= §(t) + 3 f(t,g()h+ 3hf(t + h hf(t5(t) + O(R?)

Daraus erhilt man das Heun-Verfahren
1 1
Upy1 = Up + §hkf(tk,uk) + §hlcf(tk+1aulc + hio f (e, ug))

Abschneidfehler ist O(h3)



122 KAPITEL 6. LOSUNG GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Bemerkung: Das Verfahren konvergiert mit der Ordnung k2. Es wird nur die Funktion f bendtigt, aber
keine Ableitungen von f. Die systematische Untersuchung solcher Verfahren fithrt zu dem Runge-Kutta-
Verfahren. (vgl. die Vorlesung Numerik IT)

Herleitung von Mehrschrittverfahren

Bei der Herleitung von Mehrschrittverfahren werden hiufig Interpolationsquadraturen verwendet:

tht1
i) = Gltiren) + [ Fs,3(5))ds
te—r+t1
tht1
Ersetze [ f(s,9(s))Buds durch eine Interpolationsquadratur mit Stiitzstellen t5_,11,. .., tk, tpt1
the—rt1
= G(trt1) R Yth—rt1) + D wif (tr—1+1, 9(tk—141))
=0
Verfahren: X
k1 = Up—rp1 + Y Wi f (bei, ki)
1=0
Beispiel 6.12
r = 1 Einschrittverfahren
fe (tkr1 — tr) f(tr, U(tr))
[ 7N = (- 0 fti. i)
£ 3 (ter — tr) (f(tr, G(tk)) + f(tes1, Gtrs1))  Trapezregel

Wahl 1: Explizites Euler Verfahren
Wahl 2: Implizites Euler Verfahren
Wahl 3: Crank-Nicholson Verfahren

1 1
U1 = U + ihkf(tkyuk) + §hkf(tk+17uk+1)

Das Crank-Nicholson Verfahren ist ein implizites Verfahren und konvergiert mit 2. Ordnung.
r = 2 Zu approximieren ist die Mittelpunktregel

tr41

J(s,9(s))ds = (tgg1 — te—1) f(tr, §(tr))

te—1

Dies fiihrt zum expliziten Verfahren
U1 = ug + (hi + hie—1) f(tr,ur). E>1
Problem: Wie berechnet man u;? wuo ist bekannt duch das AWP aber u; = §(¢;) muss mit einem

passenden Einschrittverfahren berechnet werden, das mit der mindestens selben Ordung konvergiert,
wie das verwendete Mehrschrittverfahren.
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Verallgemeinerungen:

1. Systeme von gewdhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Gegeben: I = [a,b], J C R" zusammenhéngend, offen. S:=Ix J, yo € J, yo = (Yo,1,---,Yo.n)

Gesucht: g € C'(I,R™) mit g(I) € J, §'(t) = f(t,4(t)), §(a) = yo, d.h.
gi(t) = fi(t,9(t), vi(a) =vo,u, f: 5 — R

Die meisten Sétze und Verfahren lassen sich auf Systeme verallgemeinern.

2. AWP hoherer Ordnung
Gegeben: [ = [a,b], J C€ R™ zusammenhingend, offen, S:=Ix J, f: S — R, yg € J

Gesucht: g, := g%, d.h. g&)(f(t), 7 (t), ..., 5" (@#)T

n
Ft, 90,3 Ym-1) = L Ym—1
Ft 9o, Ym-1)

Es gilt: §'(t) = g%V (#) = Gks1 = Fi(t,Yos - - - s Ym—1)

123

Firk=0,...,m—2und y,, ,(t) = gj(m)(t) = f(t,y(t),... ,y(mfl)(t)) = Fo—1(t,y0(t), ..., ym—1(1))

D.h. § = (Jo,-- -, Um—1) ist Losung des AWP ¢ = F(¢t,7), §(a) = yo

Daher kénnen AWP hoherer Ordnung wie Systeme von AWP 1. Ordnung behandelt werden.

6.2 Numerische Verfahren fiir Randwertprobleme

Problem B: Gesucht: u € C?(I), I = [a,b] mit u"(z) = f(z,u(z),u'(x)), = € [a,b] mit Randwerten

u(a) = ug € Rund u(b) =up € R

Beispiel: Temperaturverteilung in einem Stab der Linge L = b — a bei vorgegebener Temperaturen u,, up

an den Enden des Stabes.

Losungsansatz:

. . i—1)—2u(w; i it1)—u(xi—
1. Differenzenquotienten: v (z;) ~ “Zi=1) 12(293 Prulrees /(2 & %h“(xl)

. . . . . . 1 — 20U — Uy
Damit erhélt man ein Verfahren zur Berechnung einer Approximation u; =~ u(z;) durch W =

Falls f unabhingig von u,u’ ist, ergibt sich ein LGS fiir uy, ..., u,_1 mit ug = uq, Uy, = up

(siehe Abbildung 6.4). Ansonsten erhélt man ein System von nicht-linearen Gleichungen, welches durch

ein geeignetes Nullstellenverfahren gelost werden muss.
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u;
Us= Ug

Abbildung 6.4: Differenzenquotienten

2. Shooting-Verfahren

Setze y1 = u, yo =u' = y; =y2 und yp = f(z,y1,2), y1(a) = ua, y2(a) =?
Sei Go = (To1s Ja,2) | die Losung des AWP (x) mit Anfangswerten g, 1(a) = ta, Ja2(a) = o fir a € R
beliebig.

Ist yq,1(b) = up, so ist y,,1 Losung des Randwertproblems.
Setze F(a) := Ya,1(b) — up
Gesucht: Nullstellen von F'. (Siehe Abbildung 6.5)

Verfahren: etwa Sekantenverfahren (vgl. Kap3)

g, a1 € R vorgebegen.

Qp41 = Qf — 71:(5:)__?(;1,@71 F(o)
_ A —Q—1
= G~ Yoy 1(0) Yoy, _q,1(b) (yo‘k’l(b) —up)

Verfahren: Wihle g, a1 € R, ag # a1, approximiere Losung o, Ja, von (x). Fiir k > 1 setze

O — Q-1
Ua1(D) = Uay_1,1(b)

Qpy1 = Qg — (U, 1(b) — up)

Approximiere §q,_, (b) durch uq,, , (b)

A Steigung
Yy, ()

oA

Abbildung 6.5: Shooting-Verfahren
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nicht zusammenhéngend, 40
Norm, 1
dquivalente Normen, 2
euklidische Norm, 2
induzierte Norm, 2
Matrixnorm, 4
Operatornorm, 4
Spektralnorm, 5
Normalform, 67
Normgleichung, 27
normierter Raum
Hilbertraum, 2
Prahilbertraum, 2
not-a-knot-Bedingung, 91
Nullstelle
Vielfachheit, 58
Nullstellensuche, 47
Numerische Integration
Romberg Verfahren, 107
Numerische Intergration, 97
Mittelpunktregel, 97
Simpsonregel, 97
Trapezregel, 97

Operator, 3
beschrinkt, 3
linear, 3
Lipschitz-stetig, 3
Matrixnorm, 4
Operatornorm, 4
Raum der beschréinkten linearen, 4
Stetigkeit, 3
Operatornorm, 4
Ordnung der Nullstelle, 58
Orthogonalbasis, 104
Orthonormalsystem, 81

Peano

Peanoscher Satz, 117
Peano Kern, 110
periodisch fortsetzbar, 91
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Permutationsmatrix, 21
Picard-Lindelof, 117
lokale Version, 116
Pivotisierung, 19
Polynom n-ten Grades, 59
Polynominterpolation, 66
positiv definit, 5
Préhilbertraum, 2

QR-Zerlegung, 31

QR-Zerlegung nach Householder, 31
Quadratur, 103

GauB-, 103
Quadraturformel, 97, 111

exakte -, 97

Gewichte, 97

Raum, 1
normierter Raum, 1
Relaxation, 45
Romberg Verfahren, 107, 112
Rundungsfehler
abosluter Rundungsfehler, 11
relativer Rundungsfehler, 11
Runge-Kutta-Verfahren, 122

schlecht gestellt, 14
Schnelle Fourier Transformation, 84
Schrittweitenvektor, 118
schwache Zeilensummenkriterium, 41, 43
Sekantenverfahren, 53
Shooting-Verfahren, 124
Simposon-Regel, 112
Simpson-Regel, 102

zusannegesetze -, 103
singulédre Werte, 34
Singuldrwertzerlegung von A, 34
Skalarprodukt, 2
SOR-Verfahren, 45
Spaltenpivotisierung, 19
Spektralradius, 36
Storungssatz, 18
Stiitzstellen, 65
starkes Spaltensummenkriterium, 39
starkes Zeilensummenkriterium, 39
submultiplikativ, 4
super lineare Konvergenz, 56

Taylorreihe, 6
Raum der stetigen diferenzierbaren Funktio-
nen, 6
Taylorreihe mit Integralrestterm, 7
Taylorreihe mit Lagrange Restglied, 6
Teilpivotisierung, 19
Trapezreel
zusammengesetze -, 107
Trapezregel, 102, 112
zusammegesetze -, 102
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Tridiagonale Matrix, 92
Tridiagonalmatrix, 26, 41
Trigonometrische Interpolation, 80
Trigonometrische Polynome, 81
Tschebyscheffsches Ausgleichsproblem, 27
Tschebyschev-Polynome, 70

Vandermondsche Matrix, 67
Verfahren hoher Ordnung, 57
Verfahren in einer Raumdimension, 48
Verfahren von Barrstow, 62
Vorkonditionierung, 44

wohlgestellt, 14

Zeilenaquilibrierung, 44

zerlegbar, 40

zuléssig, 116

zuléissige Gewichtsfunktion, 104
zuldssiges Funktional, 109
Zusammengesetze Newton-Cotes Formel, 102
Zusammengesetze Quadraturen, 101
Zusammengesetze Simpson-Regel, 103
Zusammengesetze Trapezregel, 102
Zusammengesetze Trappezregel, 107
zusammenhéngend, 40



